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基于TOPSIS的最大贴近度的最优组合预测模型及其性质
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摘要:TOPSIS方法是一种常见的决策方法.将其作为一种新的预测精度的准则,引入正理想点序

列、负理想点序列等概念,构建了基于TOPSIS的最大贴近度准则的最优组合预测模型.针对该模

型,定义了新的非劣性组合预测、优性组合预测、冗余预测方法、预测方法优超等概念,研究了模型

的若干数学性质,从理论上阐述了最优组合预测的优越性.最后给出实例分析,并和其他组合预测

模型进行了对比分析,结果表明提出的组合预测模型是可行有效的.
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0 引言

古人云:“凡事预则立,不预则废”.这正是对预

测重要性的经验总结.在实际预测中,预测对象往往

是由多种不确定性因素构成的复杂系统.单项预测

模型只能从一个角度利用信息源或者设置固定的函

数形式构建模型,这会导致信息的广泛性不够或者

模型设定不合理造成偏差等,单项预测模型可能会

产生较大的系统预测误差,从而带来预测风险,因而

单项预测存在一定的缺陷.
实际上,不同的单项预测方法由于利用多种不

同的信息源,它们能够从各个角度反映预测对象的

发展趋势.这些信息源之间是相互联系和相互补充

的.因此,Bates和Granger首先提出了组合预测方

法的概念[1],组合预测方法就是以特定的加权算术

平均或者加权几何平均等形式将各个单项预测方法

进行集结,获得组合预测的结果.预测的理论和实践

表明,组合预测一般能提高预测的精确度和可靠度.
如何求解每个单项预测方法的加权平均的权重系数

是组合预测方法最核心的问题.
随着预测学者们的深入研究,组合预测方法的

理论和应用取得了大量的成果[2-4].文献[5]综述了

组合预测模型构建和权系数的计算,并对不确定环

境下新的信息集成算子的组合预测模型的构建和有

效性理论的研究思路进行了相关分析.在组合预测

模型的研究中,刻画预测精度的指标有多种,每种精

度指标均有其特点.文献[6]通过极小化组合预测误

差平方和建立组合预测模型来确定最优加权系数,
文献[7]构建了基于预测有效度的组合预测模型,文
献[8]探讨了相应的优性组合预测模型和性质;文
献[9]建立了基于相关系数的优性组合预测模型,
文献[10]探讨了基于向量夹角余弦的组合预测模

型的若干性质.上述在不同准则下的组合预测模型

的构建和性质的探讨丰富了组合预测方法理论和应

用的成果.但每种组合预测模型因为优化的精度指

标函数不同而各有各自的特点,甚至同一组合预测

模型对不同的预测对象会表现出不同的预测性能,
因此,构造新的组合预测模型并确定其中单项预测

模型的权重方法还有待丰富和发展.
文献[11]首次引入以最大-最小贴近度为相关

性指标的最优组合预测模型.文献[12-15]将诱导有

序加权平均(inducedorderedweightedaveraging,
IOWA)算子、诱导广义的OWA算子与最大-最小

贴近度结合起来建立新的最优组合预测模型,并论

证了 模 型 的 有 效 性.文 献 [16]通 过 TOPSIS
(techniquefororderpreferencebysimilarityto
idealsolution)直接定义实际数据为正理想点序列

建立非最优组合预测模型,但是该模型没有考虑负

理想点序列.实际上,TOPSIS方法是一种常见的决

策方法,其基本思想是通过引入正理想点序列和负

理想点序列来定义贴近度.然而,目前尚未见到有相

关文献构建基于正、负理想点序列的贴近度的组合

预测模型.为此,本文将贴近度作为一种新的预测精

度的准则,构建了基于TOPSIS的最大贴近度准则

下的最优组合预测模型.
本文首次引入正、负理想点序列的概念,并构建

了新的组合预测模型.实际上,正、负理想点全都取

自各单项预测方法,因此可以充分利用各单项预测

方法提供的有效信息,减少了组合预测模型对原始

观测值的依赖.文中还定义了新的非劣性组合预测、
优性组合预测、冗余预测方法、预测方法优超等概

念,探讨模型的若干数学性质,同时给出实例分析.
本文试图从理论和应用两个层面来表明所提出的最

优组合预测具有一定的优越性.

1 TOPSIS原理

TOPSIS方法是1981年由Huang和Yoon提

出的一种排序方法[17],其在决策领域有着丰富的理

论和实践研究成果.近年来,文献[18-21]分别探讨

了区间2型模糊信息与TOPSIS方法相结合的多属

性决 策 模 型 及 其 在 海 洋 运 输 工 程 中 的 应 用.
TOPSIS方法通过建立某种综合评价指标(一般称

为贴近度)来度量比较数列靠近正理想数列与远离

负理想数列的程度,主要原理如下:
设有m 个方案或样本,其在n个指标或n个时

刻形成了比较数列,记为Xi =(xi1,xi2,…,xin),
i=1,2,…,m ,构造比较数列的正理想点数列和负

理想点数列.设正理想点数列为X+=(x+
1,x+

2,…,

x+
n),其中x+

i 是比较数列中第i个分量中的最好

值;设负理想点数列为X-=(x-
1,x-

2,…,x-
n),其中

x-
i 是比较数列中第i个分量中的最差值.则比较数

列Xi=(xi1,xi2,…,xin)分别与正、负理想点数列

的距离为

S+
i = ∑

n

j=1
(xij-x+

j)2,
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S-
i = ∑

n

j=1
(xij-x-

j)2,i=1,2,…,m (1)

  为此,定义比较数列Xi=(xi1,xi2,…,xin)到

正、负理想点数列的贴近度为

Ci=
S-

i

S+
i +S-

i
,i=1,2,…,m (2)

  TOPSIS方法认为,一个好的方案,其指标数列

应该距正理想点数列最近且距离负理想点数列最

远.利用贴近度指标就能对方案或比较数列进行排

序,贴近度越大,则对应的方案就越优.

2 基于TOPSIS的最大贴近度准则的

最优组合预测模型

对 同 一 预 测 对 象 的 某 个 指 标 序 列

xt,t=1,2,…,n  ,存在m 种单项预测方法对其

进行预测,设第i种单项预测方法在第t时刻的预

测值为xit,i=1,2,…,m,t=1,2,…,n.设xt 为

预测对象在t时刻的实际值,令

x
︿
t=∑

m

i=1
lixit (3)

则称x
︿
t 为实际值的组合预测值,其中,li 为第i种

单项预测方法在组合预测中的加权系数.为了使组

合预测保持无偏性,加权系数应满足

∑
m

i=1
li=1,li≥0,i=1,2,…,m (4)

  预测方法的有效性应该能体现全局时间段上整

体精确性.某种预测方法在某个时期有较高的预测

精度,但它不一定就有高的预测有效度,只有在所有

时期都有高的预测精度时,它才能有高的预测有效

度.每种单项预测方法都具有一定的时效性,不同的

预测方法在不同的预测时间段有不同的预测效果,
总体表现出“时好时坏”的局部特征.由此可见,如果

简单地把每种单项预测方法不区分时效地直接组合

在一起,这样可能存在局限性.为了利用各种单项预

测方法在最精确时刻的信息,根据TOPSIS的原

理,可定义如下的组合预测的正、负理想点序列.
定义2.1 令

x-
t = x*

t x*
t -xt =max

1≤i≤m
xit-xt    ,

x+
t = x**

t x**
t -xt =min

1≤i≤m
xit-xt     

(5)
则称 x-=(x-

1,x-
2,…,x-

n)为组合预测的负理想点

序列,x+=(x+
1,x+

2,…,x+
n)为组合预测的正理想

点序列.
由式(5)的定义可知:x-

t 表示组合预测模型在

第t时刻的负理想点,它是m 种单项预测方法中第t
时刻的预测值与实际值绝对误差最大的单项预测

值;类似地,x+
t 表示组合预测在第t时刻的正理想

点,它是m 种单项预测方法中第t时刻的预测值与

实际值绝对误差最小的单项预测值.因此负理想点

序列就是在每个时刻预测误差最大的单项预测方法

对应的点构成的新的最劣预测序列,正理想点序列

就是在每个时刻预测误差最小的单项预测方法对应

的点构成的新的最优预测序列.在某些观测期实际

值未知的情况,为了减少误差,可以用所有单项预测

方法的简单加权平均值代替实际值[22],这也是对文

献[16]直接定义实际值为正理想点序列方法的一种

补充.
定义2.2 称eit=xt-xit为第i种预测方法在

第t时刻的预测误差,et=xt-x
︿
t 为第t时刻组合

预测值的预测误差,e+
it=x+

t -xit和e-
it=x-

t -xit为

第i种预测方法在第t时刻与正、负理想点序列的

预测误差,e+
t =x+

t -x
︿
t 和e-

t =x-
t -x

︿
t 分别为第t

时刻组合预测值与正、负理想点序列的预测误差.称
由正理想点序列的预测误差e+

it 为元素构成的矩阵

E+=(e+
it)m×n 为正误差信息矩阵,由负理想点序列

的预测误差e-
it 为元素构成的矩阵E-=(e-

it)m×n 为

负误差信息矩阵.
由定义2.2,注意到式(3)和(4),则有

e+
t = x+

t -∑
m

i=1
lixit =    

∑
m

i=1
li(x+

t -xit)= ∑
m

i=1
lie+

it (6)

  同理可得,e-
t = ∑

m

i=1
lie-

it .

定义2.3 令D+
i =∑

n

t=1
e+

it ,D-
i =∑

n

t=1
e-

it ,

且令

D+=∑
n

t=1
e+

t =∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie+

it ,

D-=∑
n

t=1
e-

t =∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie-

it

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (7)

则称D+
i 和D-

i 分别为第i种单项预测方法到正、负
理想点序列的距离,称D+ 和D- 分别为组合预测值

到正、负理想点序列的距离.
在组合预测问题中,由于预测值到正理想点序
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列的距离较近并不意味着预测值到负理想点序列距

离较远,因此,下面给出一个综合性的评价指标.
定义2.4 令

C=
D-

D++D- =∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie-

it /

∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie-

it  (8)

Ci=
D-

i

D+
i +D-

i
=∑

n

t=1
e-

it /∑
n

t=1
e+

it +∑
n

t=1
e-

it  
(9)

则称C为组合预测方法的贴近度,Ci 为第i种单项

预测方法的贴近度.
显然,从组合预测方法的贴近度指标度量预测

精度,C 越大表示组合预测方法越有效.因此从贴

近度角度来确定组合预测的权重系数,就是要极大

化贴近度指标.于是,基于TOPSIS的最大贴近度

的组合预测模型可表示为

maxC=∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie-

it /    

∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie-

it  

s.t.∑
m

i=1
li=1,li≥0,i=1,2,…,m (10)

显然模型(10)是关于权重系数的非线性最优化问

题,可用MATLAB中的最优化工具箱来求解.最后

求得的解就是基于TOPSIS的最大贴近度的最优

组合预测模型的最优权系数.

3 组合预测模型的若干数学性质

记 Cmin = minCi,i=1,2,…,m  ,Cmax =
maxCi,i=1,2,…,m  ,即Cmin和Cmax分别为单

项预测方法与正、负理想点序列的对应的最小贴近

度和最大贴近度.
定义3.1 若C(l1,l2,…,lm)<Cmin,则称权

系数l1,l2,…,lm 确定的组合预测模型为劣性组合

预测,若Cmin≤C(l1,l2,…,lm)≤Cmax,则称之为

非劣性组合预测,若C(l1,l2,…,lm)>Cmax,则称

之为优性组合预测.
定义3.2 在基于TOPSIS的最大贴近度的组

合预测模型中,若某种单项预测方法最优权系数为

零,则称该单项预测为冗余预测方法.
定义3.2表明某种单项预测方法在组合预测模

型中不能增加组合预测的贴近度,表明该种单项预

测方法在组合预测中“没有任何贡献”,提供的只是

冗余信息.
定义3.3 设有m 种单项预测方法参与组合预

测,若最优解中出现冗余方法的个数为r,则称比例

系数k=r/m 为组合预测模型的冗余度.
组合预测模型的冗余度越大,反映了参与组合

的部分单项预测方法之间存在冗余的信息较多,可
以重新考虑选取新的单项预测方法.

定义3.4 若第j种、第k种单项预测方法的

预测误差满足:
e+

jt ≤ e+
kt 且 e-

jt ≥ e-
kt ,t=1,2,…,n,

则称第j种单项预测方法优超第k 种单项预测方

法,当对任意t时刻都有严格的不等式成立时,则称

第j 种单项预测方法严格优超第k 种单项预测

方法.
定义2.2给出的负误差信息矩阵具有如下

性质:
引理3.1 负误差信息矩阵E-=(e-

it)m×n 的任

意一列元素均为非负数或者均为非正数,即:负误差

信息矩阵的任意一列元素具有相同的符号.
证明 设e-

1t,e-
2t,…,e-

mt 为负误差信息矩阵E-

的任意的第t列,t=1,2,…,n.现分两种情形,分
别用反证法来证.

情形1 设x-
t -xt≥0,则有第t列元素必成

立e-
jt≥0,∀j=1,2,…,m .
假设第t列存在某个元素e-

kt<0.由定义2.2
知:e-

kt=x-
t -xkt,则有xkt>x-

t ,从而有

xkt-xt>x-
t -xt≥0 (11)

  注意到式(5),则有

x-
t -xt=max

1≤i≤m
xit-xt  (12)

  由式(11)与(12)有
xkt-xt>max

1≤i≤m
xit-xt  ,

显然xkt -xt 为 xit-xt 1≤i≤m  的第k
项,它不可能大于其中的最大值,从而得出矛盾,所
以假设不成立.

情形2 设x-
t -xt≤0,则有第t列元素必成

立e-
jt≤0,∀j=1,2,…,m .
情形2的证明类似于情形1,故略.
证毕.

推论3.1 ∑
m

i=1
lie-

it =∑
m

i=1
li e-

it ,∀t=1,2,

…,n.
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证明  由 引 理 3.1 知,负 误 差 信 息 矩 阵

E-=(e-
it)m×n 的任意一列元素具有相同的符号,不

妨设e-
jt≥0,∀j=1,2,…,m ,注意到权系数满足

非负性li≥0,从而

∑
m

i=1
lie-

it =∑
m

i=1
lie-

it=∑
m

i=1
li e-

it .

  对于e-
jt≤0,∀j=1,2,…,m 的情形,同理可

证.即结论成立.证毕.
定理3.1 基于TOPSIS的最大贴近度的组合

预测模型(10)的任一可行解对应的组合预测至少是

非劣性组合预测.
证明 设L=(l1,l2,…,lm)T为组合预测模型

(10)的任一可行解,则有∑
m

i=1
li=1,li≥0.注意到

∑
n

t=1
∑
m

i=1
lie+

it ≤∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e+

it ,且由式(8)和推论

3.1知,其对应的组合预测模型的贴近度C 满足

C≥∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

it /∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

it  
(13)

  由式(9)可得

∑
n

t=1
e-

it =Ci ∑
n

t=1
e+

it +∑
n

t=1
e-

it  ,
所以

∑
n

t=1
e+

it =
1-Ci

Ci
∑
n

t=1
e-

it (14)

  注意到双重求和符号满足可交换性,结合式

(13)和(14)可得

C≥∑
m

i=1
li∑

n

t=1
e-

it /

 ∑
m

i=1
li 1-Ci

Ci
∑
n

t=1
e-

it  +∑
m

i=1
li∑

n

t=1
e-

it  =

∑
m

i=1
li∑

n

t=1
e-

it /∑
m

i=1

li

Ci
∑
n

t=1
e-

it (15)

  因为 Cmin =minCi,i=1,2,…,m  ,所以

Ci≥Cmin,从而由式(15)得

C≥∑
m

i=1
li∑

n

t=1
e-

it /
1

Cmin
∑
m

i=1
li∑

n

t=1
e-

it  =Cmin.

即C≥Cmin,根据定义3.1得结论成立,证毕.
推论3.2 简单平均组合预测方法至少是非劣

性组合预测.
证明 简单平均组合预测方法的权系数向量

L=(1/m,1/m,…,1/m)T,它 为 组 合 预 测 模 型

(10)的一个可行解,由定理3.1知结论成立.证毕.
定理3.2 若基于TOPSIS的最大贴近度的组

合预测模型(10)的冗余度k< m-1  /m ,则其最

优解对应的组合预测一定为优性组合预测方法.
证明 设L* =(l*1,l*2,…,l*m)T 为组合预测

模型(10)的最优解,L=(l1,l2,…,lm)T 为其某一

可行解而不是最优解.则有

∑
m

i=1
li=1,li≥0,∑

m

i=1
l*i =1,l*i ≥0,i=1,2,…,m.

组合预测模型(10)目标函数是求最大值,则有

C(l*1,l*2,…,l*m)>C(l1,l2,…,lm) (16)
  因 为 组 合 预 测 模 型(10)的 冗 余 度 k <
m-1  /m ,所以最优解中至少有两个非0分量,
从而 (1,0,…,0)T,(0,1,…,0)T,…,(0,0,…,1)T

这m 个单位列向量分别是组合预测模型(10)的可

行解,而不是最优解,则由式(16)知
C(l*1,l*2,…,l*m)>C(1,0,…,0)=C1,

C(l*1,l*2,…,l*m)>C(0,1,…,0)=C2,
…

C(l*1,l*2,…,l*m)>C(0,0,…,1)=Cm

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(17)
所以C(l*1,l*2,…,l*m)>max{Ci,i=1,2,…,m}=
Cmax,根据定义3.1知结论成立.

定理3.3 设C1=maxCi,i=1,2,…,m  ,
即C1表示m 种单项预测方法中最大的贴近度,若
存在b+

t ∈ (- e+
1t ,e+

1t )和b-
t ∉ (- e-

1t ,

e-
1t ),t=1,2,…,n,使得如下 2n+1  的线性

方程组

∑
m

i=1
lie+

it=b+
t,t=1,2,…,n;

∑
m

i=1
lie-

it=b-
t,t=1,2,…,n;

∑
m

i=1
li=1

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

存在非负解,则基于TOPSIS的最大贴近度的组合

预测模型(10)一定存在优性组合预测.
证明 设式(18)存在的非负解为L*=(l*1,

l*2,…,l*m)T,则有

∑
m

i=1
l*ie+

it=b+
t,t=1,2,…,n,∑

m

i=1
l*i =1,l*i ≥0.

  因为b+
t ∈(- e+

1t ,e+
1t ),b-

t ∉(- e-
1t ,

e-
1t ),所以
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∑
m

i=1
l*ie+

it < e+
1t ,∑

m

i=1
l*ie-

it ≥ e-
1t ,t=1,2,…,n

(19)
由式(8),(18),(19)可得

C=∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it / ∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie+

it +

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it  >
∑
n

t=1
e-
1t /∑

n

t=1
e+
1t +∑

n

t=1
e-
1t  =C1=Cmax,

根据定义3.1知结论成立.
定理3.4 基于TOPSIS的最大贴近度的组合

预测模型(10)的最优目标函数值是m 的单调不减

函数,即
C(l1,l2,…,lm,lm+1)≥C(l1,l2,…,lm)(20)

式中,C(l1,l2,…,lm)表示m 个单项预测方法参

与组合预测模型(10)对应的最大贴近度,C(l1,l2,
…,lm,lm+1)表示再增加一个单项预测方法共m+1
个单项预测方法参与组合预测模型(10)对应的最大

贴近度,且增加的方法不改变组合预测模型的正、负
理想点.

证明 设L=(l*1,l*2,…,l*m)为m 个单项预

测方法参与组合预测模型(10)的最优解,则

∑
m

i=1
l*i =1,l*i ≥0,i=1,2,…,m,

且有

C(l*1,l*2,…,l*m)=∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it /

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it  .

  同理,设L=(l1,l2,…,lm,lm+1)为m+1个单

项预测方法参与组合预测模型(10)的最优解,则

∑
m+1

i=1
li=1,li≥0,i=1,2,…,m+1,且有

C(l1,l2,…,lm,lm+1)=∑
n

t=1
∑
m+1

i=1
lie-

it /

∑
n

t=1
∑
m+1

i=1
lie+

it +∑
n

t=1
∑
m+1

i=1
lie-

it  ,
令L=(l*1,l*2,…,l*m,0)T,显然L为m+1个预测

方法的组合预测模型(10)的可行解,则
C(l1,l2,…,lm,lm+1)≥C(l*1,l*2,…,l*m,0)=

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it /∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it  =

C(l*1,l*2,…,l*m),

所以C(l1,l2,…,lm,lm+1)≥C(l*1,l*2,…,l*m)结

论成立.
由定理3.4可得,增加一种单项预测方法到组

合预测模型(10)中,贴近度可能不变,由此可见,组
合预测模型(10)可能存在冗余预测方法.

定理3.5 若组合预测模型的正误差信息矩阵

E+=(e+
it)m×n 中,任一列m 个元素e+

1t,e+
2t,…,e+

mt 的

符号分别相同,且某一种单项预测方法优超其余任

一种单项预测方法,则组合预测模型(10)的冗余度

为 m-1  /m ,即有m-1种单项预测方法是冗余

预测方法.
证明 不失一般性,不妨设第一种单项预测方

法优超其余任一种单项预测方法,则有

e+
1t ≤ e+

it ,e-
1t ≥ e-

it ,

t=1,2,…,n;i=1,2,…,m (21)

  由式(8)和(21)可知C1≥Ci,i=1,2,…,m ,
即C1=Cmax.

因为E+=(e+
it)m×n 中任一列m 个元素e+

1t,e+
2t,

…,e+
mt 的符号分别相同,所以

∑
m

i=1
lie+

it =∑
m

i=1
li e+

it ,t=1,2,…,n (22)

  设L=(l1,l2,…,lm)T为组合预测模型(10)的

任一可行解,则有∑
m

i=1
li=1,li≥0,i=1,2,…,m .

由式(8)、(22)和推论3.1可得

C(l1,l2,…,lm)=∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

it /

∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

it  (23)

由式(21)和(23)可得

C(l1,l2,…,lm)≤∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

1t /    

∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e+

1t +∑
n

t=1
∑
m

i=1
li e-

1t  =

∑
n

t=1
e-
1t /∑

n

t=1
e+
1t +∑

n

t=1
e-
1t  =C1=Cmax.

所以组合预测模型(10)的最优解为

L=(l1,l2,…,lm)T=(1,0,…,0)T,
冗余度为 m-1  /m .

定理3.5表明,若组合预测模型(10)在任意第

t时刻正误差信息矩阵符号一致,即各单项预测方

法提供的信息与第一种单项预测方法相似,从而最
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优的组合预测贴近度为最大的预测贴近度对应的单

项预测方法,后面m -1种单项预测方法均为冗

余的.
定理3.6 若组合预测模型的正误差信息矩阵

E+=(e+
it)m×n 中,任一列m 个元素e+

1t,e+
2t,…,e+

mt 的

符号分别相同,且第j种单项预测方法严格优超第

k种单项预测方法,则基于TOPSIS的最大贴近度

的组合预测模型(10)的冗余度至少为1/m .
证明 用反证法.假设第k种单项预测方法不

是冗余预测方法,则在组合预测模型(10)的最优解

L*=(l*1,…,l*j ,…,l*k,…,l*m)T 中,一定有l*k >
0.由条件易知:

∑
m

i=1
l*ie+

it =∑
m

i=1
l*i e+

it ,t=1,2,…,n (24)

由式(10)、(24)和推论3.1可得最优解L* 对应的

目标函数值为

C(L*)=∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e-

it /∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e+

it +

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e-

it .

  构造L􀮨=(l*1,…,l*j +l*k,…,0,…,l*m)T,则

L􀮨 也是组合预测模型(10)的可行解,其对应得目标

函数值为

C(L􀮨)=
∑
n

t=1
∑

i≠j,k
l*i e-

it  +(l*j +l*k)e-
jt

∑
n

t=1
∑

i≠j,k
l*i e+

it  +(l*j +l*k)e+
jt  + ∑

n

t=1
∑

i≠j,k
l*i e-

it  +(l*j +l*k)e-
jt  

(25)

  因为第j种单项预测方法严格优超第k种单项

预测方法,由定义3.4知:
e+

jt < e+
kt ,e-

jt > e-
kt (26)

由式(25)和(26)可得

C(L􀮨)>∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e-

it /

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e+

it +∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*i e-

it  =

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it / ∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie+

it +

∑
n

t=1
∑
m

i=1
l*ie-

it  =C(L*).

这与L*=(l*1,…,l*j ,…,l*k,…,l*m)T是组合预测

模型(10)的最优解矛盾,所以假设不成立.从而至少

存在第k种单项预测方法为冗余预测方法.
定理3.6表明,若j种单项预测方法严格优超

第k种单项预测方法,则可以直接将第k种单项预

测方法从预选单项预测方法集中剔除,这为如何筛

选单项预测方法进行组合预测提供了理论依据.

4 实例分析

人口问题是一个关系全局的重要问题,准确

地把握人口数量、了解其发展态势,对于制定国民

经济计划和社会发展战略具有深远意义.相对于

其他经济大省,安徽省的经济欠发达,而人口众

多,且人口的发展具有显著的地方特点[23].在构建

全面小康社会的道路上,要实现人口与经济、环
境、能源的协调发展,有效地分析和精准地预测安

徽省人口的发展趋势至关重要.本文数据来源于

2017年安徽统计年鉴.
为了丰富预测结果,本文选取两种智能预测模

型和两种经典的统计预测模型对安徽省人口进行预

测.SVM模型和BP神经网络模型引用文献[24]的
方法,以1980~1995年的人口数据作为训练样本

集,以1996~1999年的人口数据作为检验样本集,
预测2000~2015年安徽省人口数量;由Logistic模

型得到的人口预测方程为

yt  =10654/(1+0.697e-0.0183t);
通过对安徽省人口数量的时间序列做二阶差分,则
获得平稳的时间序列,然后对比几种ARIMA模型

的拟合效果,这里最终选择ARIMA(3,2,0)模型对

安徽省人口数量进行预测.结果如表1所示.
利用MATLAB分别对文献[14]提出的组合预

测模型和本文的组合预测模型(10)进行求解,权重

计算结果和各种预测方法预测效果如表2和表3所

示.其中F1为SVM模型,F2为BP神经网络模型,

F3为Logistic模型,F4为ARIMA模型,A12表示

F1和F2按照简单算术平均的方法组合,B12表示

F1和F2按照文献[14]的方法组合,C12表示F1和
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F2按本文提出的方法组合,D 为各个预测方法的贴

近度,其余符号以此类推.
表1 安徽省历年人口规模及4种单项预测方法预测结果

Tab.1 ThepopulationsizeofAnhuiProvinceinthepastyears
andthepredictionresultsoffoursingleforecastingmethods

年份

人口

实际值

/万人

人口预测值/万人

SVM
模型

BP神经

网络模型

Logistic
模型

ARIMA
模型

2000 6278 6335 6280 6325 6256

2001 6325 6379 6321 6372 6311

2002 6369 6370 6454 6419 6362

2003 6410 6415 6522 6466 6415

2004 6461 6660 6459 6512 6467

2005 6516 6663 6514 6559 6519

2006 6593 6736 6590 6605 6571

2007 6676 6683 6792 6651 6624

2008 6741 6858 6725 6696 6676

2009 6795 6822 6904 6742 6728

2010 6827 6963 6835 6787 6780

2011 6876 6996 6844 6832 6833

2012 6902 6914 7051 6877 6885

2013 6929 7067 6926 6922 6937

2014 6936 6931 7122 6966 6989

2015 6949 7117 6948 7010 7041

表2 各种组合预测模型权重

Tab.2 Weightsofvariouscombinationforecastmodels

组合方法 权重

A12 (0.5000,0.5000)

B12 (1.0000,0.0000)

C12 (0.0000,1.0000)

A123 (0.3333,0.3333,0.3333)

B123 (1.0000,0.0000,0.0000)

C123 (0.0380,0.2210,0.7409)

A124 (0.3333,0.3333,0.3333)

B124 (0.8724,0.1245,0.0031)

C124 (0.0564,0.1649,0.7788)

A1234 (0.2500,0.2500,0.2500,0.2500)

B1234 (0.8290,0.1476,0.0213,0.0020)

C1234 (0.0566,0.1684,0.0733,0.7017)

表3 各种预测方法预测效果

Tab.3 Performanceofvariouscombinationforecastmodels

方法 D SSE MSE MAE MAPE MSPE

F1 - 182650 26.711083.5000 0.0125 3.9962×10-3

F2 - 103294 20.087151.8750 0.0077 2.9696×10-3

F3 - 28385 10.529932.6875 0.0048 1.1543×10-3

F4 - 28938 10.632037.7500 0.0060 1.6093×10-3

A12 0.5000 70901 16.642063.4375 0.0095 2.4799×10-3

B12 0.3477 182650 26.711083.5000 0.0125 3.9962×10-3

C12 0.6523 10329 20.087151.8750 0.0077 2.9696×10-3

A123 0.6399 39199 12.374245.5833 0.0069 1.8611×10-3

B123 0.3477 182650 26.711083.5000 0.0125 3.9962×10-3

C123 0.7699 22708 9.6235 33.3177 0.0050 1.4594×10-3

A124 0.6938 31820 11.148938.3542 0.0057 1.6516×10-3

B124 0.3879 140310 23.411177.7415 0.0116 3.5022×10-3

C124 0.8290 18771 8.5630 26.6787 0.0039 1.2425×10-3

A1234 0.7358 14414 9.7656 31.5156 0.0047 1.4576×10-3

B1234 0.4416 126430 22.222874.7183 0.0112 3.3252×10-3

C1234 0.8301 18025 8.3911 26.1167 0.0039 1.2251×10-3

  由表3可以看出,本文提出的组合预测模型的

贴近度不小于参与组合的单项预测方法中贴近度最

小的单项预测方法,根据定义3.1,体现了模型的非

劣性.当单项预测方法F1和F2组合时,F1的权重

为0,此时F1是冗余预测方法,组合预测模型C12
的冗余度为1/2.随着单项预测方法的增加,有

D C12≤DC123≤DC124≤DC1234,体现了模型的单调

不减性.通过计算4种单项预测方法到正、负理想点

的误差绝对值,根据定义3.4,本文的4种单项预测

方法中没有预测方法严格优超或优超.
从表3可以看出,本文提出的基于TOPSIS的

最大贴近度的最优组合预测模型各误差指标值均低

于参与组合预测的各单项预测模型的误差指标值,

也优于简单算术平均组合预测模型和文献[14]中组

合预测模型的各项误差指标,表明该组合预测方法

能够提高预测精度.
为了直观地展现对比各个方法的预测效果,将

真实值与各种组合预测方法的模拟值进行图示,如
图1所示.
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为了进一步说明预测的效果,为此定义相对

误差:
E= yt-y

︿
t  /yt (27)

式中,yt 为各时刻的实际值,y
︿
t 为各时刻的预测

值.根据上述相对误差,可以计算每种组合预测方法

在每个时刻的相对误差.
对各种预测方法估计的相对误差进行图示,如

图2所示.由图2可知,无论几种单项预测方法参与

组合预测,文献[14]提出的组合预测模型效果最差,
不能够有效地集结单项预测方法;基于简单算术平

均的组合预测方法可以分散单项预测方法的预测风

险,模型稳定性较好,但精度不足;本文提出的组合

预测模型(10)能够有效地利用各种单项预测方法的

信息,实现了较为准确的预测.

图1 实际值与各种组合预测方法拟合值

Fig.1 Theactualvalueandthefittingvalueofvariouscombinationforecastmodels

图2 各种组合预测方法的相对误差

Fig.2 Relativeerrorsofvariouscombinationforecastmodels
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5 结论

本文从相关性指标角度出发,提出了一种基于

TOPSIS的最大贴近度的组合预测模型,针对该模

型,定义了新的非劣性组合预测、优性组合预测、冗
余预测方法、预测方法优超等概念,探讨了模型的若

干数学性质,并获得了确定最优组合预测的权重系

数,从而从理论上阐述了最优组合预测的优越性.通
过实例说明了基于TOPSIS的最大贴近度的最优

组合预测模型的可行性和有效性.该方法充实了预

测理论体系,也扩展了TOPSIS法的应用范围.但
当单项预测方法较少时,本文的组合预测模型容易

出现冗余预测方法,不能够很好地利用各单项预测

方法的信息.另外,本文构建的组合预测模型式(10)
的目标函数是非线性不光滑函数,因此模型的求解

的复杂性较高,对预测部门的实践者来说要求有一

定专业的优化编程能力.
本文建立的组合预测模型是把TOPSIS的相

关性准则作为精度度量的指标.实际上,组合预测模

型的精度与单项预测模型的选取密切相关,因此未

来有必要进一步研究该准则下如何选择合适的单项

预测子模型,同时,考虑到预测系统的复杂性,一些

原始时间序列以区间数形式来表达,因此需要进一

步探讨TOPSIS准则下的区间型数据驱动的组合

预测模型的构建及其性质.
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