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垄断企业数字内容产品最优版权保护与定价决策
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摘要:随着科技的发展以及数字产品的市场需求增加,盗版产品越来越多.研究了垄断企业在存在

版权保护成本的情况下,在不同市场条件下对数字内容产品版权的最优决策(版权保护强度以及产

品定价).提出了一个版权保护成本函数,并且具体刻画了版权保护成本与版权保护强度及产品价

格之间的关系.按照市场消费者情况,将市场分为两种:无盗版市场及盗版市场.研究结果表明,版
权保护强度并不是越高越好;且对于垄断企业来说:当消费者盗版厌恶度较低时,盗版市场与无盗

版市场最终利润几乎无差异;当消费者盗版厌恶度较高时,不采取版权保护措施反而更有利.
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Abstract:Withthedevelopmentoftechnologyandtheincreasingmarketdemandfordigitalproducts,
therearemoreandmorepiratedproducts.Theoptimaldecision(intensityofcopyrightprotectionand
productpricing)ofamonopolyenterpriseforthecopyrightofdigitalcontentproductswasstudiedunder
differentmarketconditionsandtheexistenceofcopyrightprotectioncost.Acostfunctionofcopyright
protectionwasgiven,whichspecificallydepictstherelationshipbetweencopyrightprotectioncost,
copyrightprotectionintensityandproductprice.Accordingtothesituationofconsumers,themarketwas
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0 引言

随着科技的快速发展,数字内容产品的使用规

模得以大幅度提高,但是随之而来的是愈发猖獗的

盗版行为.例如电子书、电子游戏、在线音乐以及网

络视频等产品,它们都具备前所未有的易于数字化、
复制和传播特性,并且几乎与初始正版产品没有任

何质量下降[1].正是由于数字内容产品这种易于数

字化、复制和传播的特性,使得企业在版权保护方面

面临很大的困境.版权保护的成本成为影响企业版

权保护抉择的一个重要因素.
在学术界,关于企业是否应该采取版权保护措

施一直存在很大争议.Guo和 Meng[1]认为版权保

护措施有利于公司的发展.姚颉靖与彭辉[2]认为应

该辩证地看待版权保护措施,过于严厉或过于宽松

的版权保护措施都不利于版权贸易的发展.Gu和

Mahajan [3]则认为盗版软件对于软件销售有利.
Marechal[4]建议唱片公司放弃严格的版权保护措

施.董雪兵和朱慧[5]认为过于严苛的版权保护措施

不利于创新.
本文假设垄断企业的版权保护成本与版权保护

强度及产品价格有关,并且提出了一个版权保护成

本函数来具体描述它们之间的关系.而消费者对于

正版产品以及盗版产品都存在一个效用.消费者有

三种选择:购买正版产品、搜索盗版产品以及不消

费.与此同时,在垄断企业决定版权保护强度之后,
消费者搜索盗版产品时,有一个搜索费用,而购买正

版产品时不存在搜索费用.本文通过比较消费者的

效用大小,得出消费者需求曲线,再计算出企业的最

优版权保护强度及定价决策,得出企业最大利润,从
而为企业对数字内容产品的版权保护强度以及定价

决策提供判断依据.
本文的主要创新之处在于所提出的版权保护成

本函数.以前关于版权保护强度建模均只将版权保

护成本作为一个参数加入模型进行研究,并未对版

权保护成本函数进行具体刻画.因为在实践中存在

政府与企业协同保护版权,因此,本文的版权保护成

本函数考虑了政府的监管力度以及企业版权保护强

度.且因为版权价格越高时盗版获利可能越大,该函

数还考虑了版权价格.

1 文献回顾

目前学术界关于版权保护的研究主要分为三个

方向:①法律角度;②实证分析;③构建模型.本文就

是通过构建模型来研究垄断企业版权最优版权保护

强度以及定价决策问题.
贺小霞[6]、张飞相等[7]和林旭东等[8]从法律角

度来研究版权保护问题.他们均强调了通过加大盗

版惩罚力度,降低企业防范盗版成本来减少企业版

权保护总成本的必要性.本文在参考前人研究的基

础上,考虑到实际中版权保护措施由政府以及企业

协同进行,因此本文将政府处罚力度设为外部变量,
将企业版权保护强度设为内部变量分别进行考虑.
姚颉靖和彭辉[2]、彭辉[9]以及姚林青和李跻嵘[10]通

过实证的方式研究了版权保护成本与版权贸易价格

之间的关系.基于前人研究成果并结合现实情况,本
文将版权贸易价格考虑到了版权保护成本函数之

中,并且具体刻画了它们之间的关系.
有许多学者是通过构建模型的方式来研究版权

保护问题.Yoon[11]与Inceoglu[12]都认为:版权保护

强度越高,消费者搜索盗版产品的成本越大,使用盗

版产品的效用越低.Ahn和Shin[13]在构建DRM模

型时假设:增加版权保护强度会降低消费者对于正

版产品的效用,同时提高消费盗版产品的成本.
Tunca和Wu[14]根据消费者是否具有复制产品的能

力将消费者分成两种类型,并且消费者存在盗版获

利的可能.Guo和 Meng[1]根据对盗版产品的厌恶

程度将消费者分为两种类型,但是消费者不存在盗

版获利的可能.Hann和Oh[15]则是建立了一个描述

动态盗版行为供需关系的模型,并且从减少供给和

减少需求两方面来分析反盗版措施的影响.然而,他
们在构建模型的过程中,都忽视了对版权保护成本

与其相关因素之间关系的具体刻画.

2 模型

本文假设市场上存在一个垄断企业,它生产数

字内容产品,包括电子书、电子游戏、在线音乐、网络

视频等.该产品的创造成本为C,由于不影响决策,
我们不妨假设C=0.并且,本文假设该产品的边际

生产成本为0.市场上同时存在盗版产品,且该盗版

产品与正版产品没有质量差异,但消费者清楚地知

道自己使用的是正版产品还是盗版产品.本文不考

虑消费者通过分享正版产品或盗版产品盈利的情

况,而垄断企业与消费者都符合经济人假设.考虑到

在许多成熟的市场中,网络效应或竞争的影响是比

较微弱的[1].例如微软操作系统的中国市场,用户增
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长率低,市场占有率高,新增一个用户对其他用户的

影响微乎其微.所以本文所提出的模型构建并未考

虑需求侧的外部性以及供给侧的外部性.
2.1 消费者净效用

本文假设消费者的总数为1.且每个消费者至

多消费一个产品.对于消费者来说,使用正版产品有

一个效用v,而使 用 盗 版 产 品 也 有 一 个 效 用

(1-α)v,且不进行消费时效用为0.效用v在[0,
1]之间均匀分布.而系数α代表消费者对于盗版产

品的厌恶程度,厌恶度越高,α值越大,使用盗版产

品的效用越小.α满足关系式0<α<1,即对于消

费者而言,使用盗版产品所获得的效用,比正版产品

的低,比不消费时的高.
消费者购买正版产品的净效用:

UG =v-p (1)
式中,UG 为消费者购买正版产品所获得的净效用,
而p为垄断企业正版产品价格.

消费者使用盗版产品的净效用:
UP =(1-α)v-βγf (2)

式中,UP 为消费者使用盗版产品所获得的净效用;
而β为垄断企业所采取的版权保护强度,且β≥0,
即企业采取的版权保护强度至少非负;γ为政府对

侵权行为的处罚力度,且γ>0,即政府对侵权行为

的处罚力度为正;f 为单位搜索成本,且f>0,即
单位搜索成本为正值;并且,γ与f 属于公共信息,
而β也很容易被消费者感知.例如起点网站采取的

版权保护措施,小说内容无法复制粘贴,极大地增加

了盗版的难度,导致网络上相关小说章节变得难以

获取,进而增加了读者搜索盗版产品的成本.
通过式(2),我们可以发现,当企业的版权保护

强度越高,政府对侵权处罚力度越大,单位搜索成本

越高,消费者搜索盗版产品的总体搜索成本βγf 越

大.并且,存在1-α-βγf≥0,即肯定有消费者使

用盗版产品时会获得一个正的净效用.
消费者不消费该产品的净效用:

UN =0 (3)
式中,UN 为消费者不消费该产品时所获得的净

效用.
2.2 消费者需求

当消费者使用正版产品的净效用大于消费者使

用盗版产品的净效用,且消费者使用正版产品的净

效用 大 于 消 费 者 不 消 费 产 品 时 的 净 效 用,即
U G ≥UP}∩ U G ≥UN}时,消费者才会选择购

买正版产品,从而我们可以计算出消费者购买正版

产品的数量,即消费者需求.
消费者需求:

D=
1-p,p∈ 0,βγf1-α 􀭤

􀭥
􀪁􀪁 ;

1+βγf-p
α

,p∈ βγf
1-α

,α+βγf
􀭠
􀭡

􀪁􀪁  
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

式中,D 为购买正版产品的消费者的数量.从上述

表达式中,我们可以发现:在0<p≤βγf
1-α

时,消费

者只会选择购买正版产品或者不消费该产品,此时

效用p<v≤1的消费者选择购买正版产品,效用

0≤v≤p的消费者选择不消费该产品;在 βγf
1-α≤

p<α+βγf时,消费者会进行三种选择,此时效用

0≤v≤βγf
1-α

的消费者选择不消费该产品,效用

βγf
1-α<v≤

p-βγf
α

的消费者会选择搜索盗版产

品,而效用p-βγf
α <v≤1的消费者选择购买正

版产品.
2.3 垄断企业利润函数

本文在参考Guo和 Meng[1]研究的基础上,假
设垄断企业先决策该产品的版权保护强度β,再决

策该产品的定价p.因为考虑到现实情况,企业的

版权保护策略是一种长期策略,而企业版权定价则

是一种短期战术决策,所以事件发生顺序如图1所

示.消费者在获取这些决策信息之后,做出选择:购
买正版产品,搜索盗版产品,或者选择不消费该产

品.最终,企业确定产品需求,进而计算出企业利润.

图1 事件发生顺序

Fig.1 Timingoftheevents

企业利润函数:

π(p,β)=Dp-β
γp2 (5)

式中,π(β,p)为企业的净利润;β
γp2 为在该市场

情况下垄断企业的版权保护成本.当政府对盗版的

处罚力度越低、产品的价格越高时,企业的版权保护

成本越高.
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将式(4)代入式(5)中,我们可以得到企业的最

终利润函数:

πp,β  =
1-p  p-β

γp2,0,β
γf
1-α 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 ;

1+βγf-p
α  p-β

γp2,βγf
1-α

,α+βγf
􀭠
􀭡

􀪁􀪁  
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

3 模型分析与结果

由节2.2可知:当0<p≤βγf
1-α

时,消费者不

会考虑搜索盗版产品;当 βγf
1-α≤p<α+βγf 时,

盗版产品才会对正版产品的销售量产生负面影响.
因此,我们将这两种情况分别称为:无盗版市场与盗

版市场.同时我们可以发现,在无盗版市场中,对产

品效用较低的消费者选择不消费,而效用较高的消

费者选择购买正版产品;在盗版市场中,对产品效用

较低的消费者选择不消费,效用居中的消费者选择

搜索盗版产品,只有效用较高的消费者才会选择购

买正版产品.
3.1 无盗版市场分析

当市场呈现无盗版市场的状态时,由于垄断企

业定价较低,使得盗版产品缺乏竞争力,市场上不存

在使用盗版产品的消费者.此时,垄断企业的利润

函数:

π1p,β  =(1-p)p-β
γp2 (7)

同时,企业的最优决策为

max
p,β

π1p,β  (8)

  定理3.1 当企业决定使市场呈现无盗版市场

的状态时,有

①当β≥
1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

β*=
1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2
,

p*=
γ

2(1-α)
f +γ2+γ

,

π11p*,β*  =
γ

2 2(1-α)
f +γ2+2γ

;

②当0≤β<
1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

β*=
1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3
,

p*=
γ

3(1-α)
f +γ2+γ

,

π21p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2fp*3.

证明见附录A1.
定理3.1意味着:当企业决定使市场呈现无盗

版市场的状态时,企业若采取较强的版权保护措施,
则可以获得产品的最优定价,且此时的最优定价与

临界值相等.若企业决定采取较弱的版权保护措施,
则可以获得最优版权保护强度,且此时的产品价格

为临界值.
定理3.1的意义在于其为垄断企业提供了如何

使市场呈现无盗版市场状态且最优的版权保护强度

及定价决策.采取较强的版权保护措施时,可以获得

最优的产品定价;而采取较弱版权保护强度时,则会

获得最优版权保护强度;两者无法同时达到最优.
推论3.1

①当β≥
1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π11
∂α >0,

∂π11
∂f >0,

∂π11
∂γ >0.

  ②当0≤β<
1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π21
∂α >0,

∂π21
∂f >0,

∂π21
∂γ >0.

  证明见附录A2.
推论3.1意味着:无论企业采取较强的版权保

护措施还是采取较弱的版权保护措施,版权保护强

度、产品价格和企业利润分别都随着消费者盗版厌

恶度、单位搜索费用以及政府惩罚力度的增加而降

低、增加和增加.
3.2 盗版市场分析

当市场呈现盗版市场的状态时,由于垄断企业
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定价较高,使得正版产品缺乏竞争力,市场上存在使

用盗版产品的消费者.此时,垄断企业的利润函数为

π2p,β  =(1+βγf-p
α

)p-β
γp2 (9)

同时,企业的最优决策为

max
p,β

π2p,β  (10)

  定理3.2 当企业决定使市场呈现盗版市场的

状态时,有

① 当 β >
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,γ2f≥
2α2
1+3α

时,

β*=
1-α
3f +

γ2

9α2 -
γ
3
,

p*=
γ

3(1-α)
f +γ2+γ

,

π12p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2fp*3;

  ② 当 0 ≤ β ≤
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,0<α2≤2γ2f时,

β*=
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,

p*=
γ

2(1-α)
f +

(1+α)2γ2

4α2 +
1+α  γ
2α

,

π22p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2fp*3;

③ 当 0 ≤ β ≤
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,2γ2f<α2<(3-α)γ2f时,最优解为两

个边界值,即β*=0,p*=
α
2
,π32p*,β*  =

α
4

或

β*=
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,

p*=
γ

2(1-α)
f +

(1+α)2γ2

4α2 +
1+α  γ
2α

,

π32p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2fp*3;

④当0≤β≤
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,

3-α  γ2f≤α2<1时,

β*=0,p*=
α
2
,π42p*,β*  =

α
4.

  证明见附录A3.
定理3.2意味着:当企业决定采取较强的版权

保护措施,且市场满足一定条件时,企业只可以获得

最优版权保护强度,并且此时的价格为临界值;当企

业决定采取的版权保护措施并不强,且消费者对盗

版的厌恶较低时,企业可以获得最优定价,并且此时

的最优定价与临界值相等;当企业决定采取的版权

保护措施并不强,且消费者对盗版的厌恶较高时,企
业可以获得最优定价,并且此时的版权保护强度为

边界值;当企业决定采取的版权保护措施并不强,且
消费者对盗版的厌恶很高时,企业可以获得最优定

价,并且此时企业的版权保护强度为0,产品定价只

与消费者对盗版的厌恶度有关.
定理3.2为垄断企业提供了在存在盗版市场时

如何确定最优版权保护强度以及最优产品价格。在

采取较强的版权保护措施时,企业能获得最优版权

保护强度;在采取较弱版权保护强度时,企业可以获

得最优定价;在消费者对盗版的厌恶度很高时,企业

不需要采取版权保护措施.
推论3.2

① 当 β >
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,γ2f≥
2α2
1+3α

时,

∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π12
∂α >0,

∂π12
∂f >0,

∂π12
∂γ >0;

  ② 当 0 ≤ β ≤
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,0<α2≤2γ2f时,

∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,
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∂π22
∂α >0,

∂π22
∂f >0,

∂π22
∂γ >0;

  ③ 当 0 ≤ β ≤
1-α
2f +

(1+α)2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,0<α2≤2γ2f时,若0<α<
6-1
5

,

∂β*

∂α >0;若 2-1≤α≤γ 2f ,
∂β*

∂α <0.

证明见附录A4.
推论3.2意味着:在企业采取较强的版权保护

措施时,版权保护强度、产品价格和企业利润都分别

随着消费者盗版厌恶度、单位搜索费用以及政府惩

罚力度的增加而降低、增加和增加;在企业采取较弱

的版权保护措施时,版权保护强度、产品价格和企业

利润都分别随着单位搜索费用以及政府惩罚力度的

增加而降低、增加和增加;并且,在企业采取较弱的

版权保护措施时,若消费者盗版厌恶度较小,则版权

保护强度随着消费者盗版厌恶度的增加而增加;若
消费者盗版厌恶度较大,则版权保护强度随着消费

者盗版厌恶度的增加而降低.
3.3 两种市场对比分析

为简化计算,同时使结果更加分明,我们使用了

一组数例来抉择出不同市场条件下(无盗版市场、盗
版市场)垄断企业最优版权保护强度以及产品价格

决策.同时,我们分析了消费者盗版厌恶度α系数对

垄断企业最优决策的影响.数例中,假设γ=0.25,

f=1.

图2 无盗版市场利润对比

Fig.2 Profitcomparisoninnon-piracymarket

3.3.1 无盗版市场最优决策

图2表示的是无盗版市场两种决策的利润对

比.利润1和利润2分别是垄断企业在无盗版市场

中,采取较高的版权保护强度时的利润和采取较低

的版权保护强度时的利润.由图2可知,在无盗版市

场中,相比于较高的版权保护强度,采取较低的版权

保护强度,对垄断企业更加有利;无论消费者的盗版

厌恶度是多少,企业采取较低的版权保护强度都会

获得较高利润.
3.3.2 盗版市场最优决策

图3表示的是盗版市场两种决策的利润对比.
利润1和利润2分别是垄断企业在盗版市场中,采
取较高的版权保护强度时的利润和采取较低的版权

保护强度时的利润.图3中,当厌恶度在(0~0.2)
时,利润1线条在利润2线条上面,且相差较大;当
厌恶度在(0.2~0.35)时,利润1线条在利润2线条

上面,但相差不大;当厌恶度在(0.35~1.0)时,利润

1线条跟利润2线条重合.由图3可知,在盗版市场

中,当消费者的盗版厌恶度较低(0~0.2)时,企业采

取较高强度的版权保护措施,会更加有利;而当消费

者的盗版厌恶度中等(0.2~0.35)时,企业采取较低

强度的版权保护措施,会更加有利;而当消费者的盗

版厌恶度较高(0.35~1.0)时,企业不采取版权保护

措施,会更加有利.

图3 盗版市场利润对比

Fig.3 Profitcomparisoninpiratemarket

图4 两种市场利润对比

Fig.4 Profitcomparisonbetweentwomarkets

3.3.3 垄断企业最优决策

图4表示的是无盗版市场与盗版市场的利润对

比.实线和虚线分别是垄断企业在无盗版市场中和

盗版市场中,采取最优决策时的利润曲线.由图4可

知,当消费者盗版厌恶度较低(0~0.2)时,企业在无

盗版市场与盗版市场的最优决策相同,所获利润相

等;当消费者盗版厌恶度中等(0.2~0.35)时,企业

在无盗版市场所获利润稍高于盗版市场所获利润;
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当消费者盗版厌恶度较高(0.35~1.0)时,企业在盗

版市场所获利润高于无盗版市场所获利润,且此时

的最优版权保护强度为0.

4 结论

本文创新性地定义了一个版权保护成本的函数

关系式.在考虑版权保护成本的情况下,对比了垄断

企业在无盗版市场和盗版市场两种市场情况下的最

优利润,得出了垄断企业在不同消费者盗版厌恶度

的条件下关于版权保护强度以及产品定价的最优

决策.
研究发现,版权保护强度并不是越高越好.且对

于垄断企业来说:当消费者盗版厌恶度较低时,盗版

市场与无盗版市场最终利润几乎无差异;当消费者

盗版厌恶度较高时,不采取版权保护措施反而更有

利.本文为数字内容产品版权保护研究拓宽了范围,
为版权保护成本建模提供了一定参考,同时也为垄

断企业版权保护最优决策提供了借鉴.
本文只考虑了一个垄断企业的情况,如果存在

两个企业相互竞争,企业的决策可能会发生变化;而
且没有考虑盗版对企业未来的销售产生的影响以及

多个企业共同拥有的版权应该如何保护等.未来将

对以上问题进行进一步研究.
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附录

A1 定理3.1证明

首先,求解无盗版市场情况下,价格:
∂π1p,β  
∂p =1-2p-2β

γp=0,
∂2π1p,β  
∂p2 <0,

此时最优定价为 p=
γ

2(β+γ).

假如0<p*≤βγf
1-α

,则此时的版权保护强度为:β≥
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2
,p*=

γ
2(β+γ)

;假如p*>

βγf
1-α

,则此时的版权保护强度为:0≤β<
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2
,p*=βγf

1-α.

当β≥
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,∂π1p,β  
∂β

=-
γ

4β+γ  2<0
,最优版权保护强度为

β*=
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2
,

p*=
γ

 21-α  
f +γ2+γ

,

π11p*,β*  =
1
2p

*

=
γ

2
 21-α  

f +γ2+2γ
.

  当0≤β<
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,∂π1p,β  
∂β

=
γf
1-α-

2βγ2f2+3β2γf2

1-α  2 =0,
∂2π1p,β  
∂β2

<0,最优版

权保护强度为

β*=
 1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3
,

p*=
γ

 31-α  
f +γ2+γ

,

π21p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2f p*3.

  显然:
 1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3<

 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2.

A2 推论3.1证明

  当β≥
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π11
∂α >0,

∂π11
∂f >0,

∂π11
∂γ >0;
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  当0≤β<
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0.

  当0≤β<
 1-α
2f +

γ2
4 -

γ
2

时,

∂π21
∂α = 1-2p*-3

1-α
γ2f p*2  ∂p*

∂α +
1

γ2fp*3,

∂π21
∂f = 1-2p*-3

1-α
γ2f p*2  ∂p*

∂f +
1-α
γ2f2p*3,

∂π21
∂γ = 1-2p*-3

1-α
γ2f p*2  ∂p*

∂γ +2
1-α
γ3f p*3.

此时,1-2p*-3
1-α
γ2f p*2=0,所以

∂π21
∂α >0,

∂π21
∂f >0,

∂π21
∂γ >0.

  A3 定理3.2证明

首先,求解盗版市场情况下,最优定价:
∂π2p,β  
∂p =

1
α α+βγf-

2γ+αβ  
γ p􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0,
∂2π2p,β  
∂p2 <0,

此时最优定价为 p*=
γ(α+βγf)
2γ+αβ  .

假如 βγf
1-α ≤p* <α +βγf,则此时的版权保护强度为0≤β ≤

 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -

1+α  γ
4α

,p*=
γ(α+βγf)
2γ+αβ  

;假如0<p* <βγf
1-α

,则此时的版权保护强度为

β>
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,p*=βγf
1-α.

  当β>
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

时,

∂π2p,β  
∂β

= 1-βγf
1-α  γf

1-α+
1
α γf-

γf
1-α  βγf

1-α-
1
γ

βγf
1-α  2-2β

γ
βγf
1-α

γf
1-α=

-3
γf2

1-α  2 β+
1
3γ  2-γ2

9 -
1-α
3f

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0,
∂2π2p,β  
∂β2

<0,

最优版权强度为

β*=
 1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3
,

p*=
γ

 31-α  
f +γ2+γ

,

π12p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2f p*3.
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  因为

      
 1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3>

 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α →

1-α
3f

 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 +
1+α  γ
4α  >1-α

2f

 1-α
3f +

γ2
9 +

γ
3  →

 21-α  
9f +

1+α  2γ2

36α2 +
1+α  γ
6α >

 1-α
3f +

γ2
9 +

γ
3→

-
1-α
9f +

1+α  2γ2

36α2 -
γ2
9

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 21-α  
9f +

1+α  2γ2

36α2 +
 1-α
3f +

γ2
9

+
1+α  γ
6α -

γ
3>0→

-
1-α
9f +2

1+α  2γ2

36α2 -
γ2
9

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

A ≥0→-
1-α
9f +2

1+α  2γ2

36α2 -
γ2
9

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≥0→γ2f≥
2α2
1+3α.

当0≤β≤
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

时,

∂π2p,β  
∂β

=
1
αγfp-

1
γp2=

γα+βγf  
2γ+αβ  

1
2αγ+αβ  2γ

2f+αβγf-α2  =0,

∂2π2p,β  
∂β2

=
1
αγf

∂p
∂β

-
1
γ2p

∂p
∂β

= 1
αγf-

1
γ2p  ∂p∂β=

γ2f-α2
αγ+αβ  

γ3f-γα2

2γ+αβ  2>0
,

所以,当β*=
α2-2γ2f

αγf
时,利润取最小值.

当0<α2<γ2f时,此时最优版权保护强度为

β*=
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

;

当α2=γ2f时,此时
∂π2p,β  
∂β

=
γf
2
,单调递增,

β*=
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

;

当γ2f<α2≤2γ2f时,

β*=
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

;

当2γ2f<α2<(3-α)γ2f时,此时版权保护强度取边界值;当(3-α)γ2f≤α2<1时,β*=0.

因为β*=
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

时,

p*=
γ

 21-α  
f +

1+α  2γ2

4α2 +
1+α  γ
2α

,π2p*,β*  =p*-p*2-
1-α
γ2f p*3;

β*=0时,p*=
α
2
,π2p*,β*  =

α
4.

A4 推论3.2证明

当β>
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,γ2f≥
2α2
1+3α

时,
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∂β*

∂α <0,
∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π12
∂α >0,

∂π12
∂f >0,

∂π12
∂γ >0.

  当0≤β≤
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

,0<α2≤2γ2f时,

∂β*

∂f <0,
∂β*

∂γ <0,

∂p*

∂α >0,
∂p*

∂f >0,
∂p*

∂γ >0,

∂π22
∂α >0,

∂π22
∂f >0,

∂π22
∂γ >0.

  因为1-2p*-3
1-α
γ2f p*2=(

γ
 31-α  

f +γ2+γ
-p)(

 31-α  
f +γ2+γ

γ +3
1-α
γ2fp),当0≤

β≤
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

时,p* <
γ

 31-α  
f +γ2+γ

.所以,当 γ2f ≥
2α2
1+3α

时,

 1-α
3f +

γ2
9 -

γ
3>

 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α .

当β*=
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2 -
1+α  γ
4α

时,

∂β*

∂α =
-
1
2f-

1+α  γ2

8α3

2
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2

+
γ
4α2=                  

γ2

4α2
 1-α
2f +

1+α  2γ2

16α2

 1-α
2γ2f+

1+α  2

16α2 -
α2

γ2f-
1+α  
4α

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .

α2

γ2f+
1+α  
4α  2-1-α

2γ2f-
1+α  2

16α2 =                  

α2

γ2f
α2

γ2f+
1+α  
2α -

1-α
2α2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
α2

γ2f
[1
2+

α2

γ2f+
1
α 1-

1
2α  ].

因为1
2+

1
α 1-

1
2α  <12+

α2

γ2f+
1
α 1-

1
2α  ≤52+

1
α 1-

1
2α  ,所以,当0<α<

 6-1
5

时,∂β
*

∂α >0;

当  2-1≤α≤γ 2f 时,∂β
*

∂α <0.
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