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摘要:微分差分可积方程的精确求解一直以来都是孤立子理论中的一个非常重要的课题,也是偏

微分方程教学的拓展和延伸内容.基于偏微分方程的教学实践与科学研究,借助双Casorati技巧和

构造双Casorati行列式元素的矩阵方法,在数学软件 Maple的辅助下,求出等谱的反向4位势

Ablowitz-Ladik方程的Complexiton解和周期解,并通过对矩阵取不同的特殊形式,进一步得到该

方程的Complexiton解与类有理解和Matveev解分别作用后的混合解.
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Abstract:Searchingfortheexactsolutionstothedifferential-differenceintegrableequationshasalways
beenaveryimportanttopicinthesolitontheoryandtheextendingteachingcontentsofpartialdifferential
equation.Basedontheteachingpracticeandscientificresearchofpartialdifferentialequationandbythe
helpofmathematicalsoftwareMaple,doubleCasoratiantechniqueandamatrixmethodforconstructing
theentriesofthedoubleCasoratideterminantwereappliedtoanegativeorderisospectralfour-potential
Ablowitz-Ladikequation.Complexitonsandaperiodicsolutionwereobtained.Furthermore,interaction
solutionsbetweentherational-likeandComplexitonsolutions,MatveevandComplextionsolutionswere
derivedbylettingthegeneralmatrixbesomespecialcases,respectively.
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0 引言

微分方程是理工科学生众多专业课的基础和重

要学习工具,是数学专业学生的基础课程,掌握偏微

分方程的相关知识并学会灵活运用,有助于学生将

数学模型、数学方法、应用软件及实际应用融会贯

通,从而提高学生分析、解决问题的能力.《应用偏微

分方程》[1]是继《常微分方程》、《数学物理方程》或
《数学物理方法》之后大学里开设的又一门与方程有

关的重要课程.在应用偏微分方程中有一类重要的

方程,它们都容有孤立波型的解(又称为孤立子).寻
找孤立子方程的精确解是孤立子理论中非常重要的

研究课题之一,也是学生学习的重点.构造孤立子方

程的精确解在理论上有助于让学生进一步地了解孤

立子方程的本质属性和代数结构,在实际应用上也

能被用来解释相关的自然现象等方面问题.截至目

前,孤立子理论已经具有许多经典的讨论解的性质

和寻求精确解的研究方法,并且这些方法都具有非

常丰富的数学理论知识.在众多求解方法中,有些方

法需要使用复杂的数学知识和艰深的求解技巧,导
致学生往往理解不透、不易掌握,因而很难实现教学

目标.
Wronski技巧作为求解孤立子方程的一种十分

有效且简明直接的方法,自从被提出以来,因其能够

直接验证解是否满足方程的优点,一直得到了众多

学者的广泛关注和研究,在教学上也常常被用来求

解许多非线性偏微分方程[2-8].双 Wronskian是

Wronskian的一种重要推广,它经常被用来求解孤

立子方程的双 Wronski行列式形式的解[9-11].双
Casoratian是双 Wronskian的离散形式[6-7].1988
年,Sirianunpiboon提出了广义 Wronskian解,将系

数矩阵取成下三角阵后给出了KdV方程的有理

解[12].基 于 广 义 Wronskian 解,KdV 方 程 的

Positon、Negaton、Complextion解等 Wronski行列

式形式的精确解陆续被构造出来[13-14].随后,陈登

远等通过构造行列式元素的矩阵方法得到了

AKNS方程的广义双 Wronski解,并利用矩阵块的

不同形式推导出有理解、Matveev解、Complexiton
解以及混合解[15].这种矩阵方法后来被应用于求解

多种类型的孤立子可积方程[16-21].然而需要指出的

是,并非所有的方程都存在 Positon,Negaton,
Complexiton等解,如mKdV方程[22].

在微分方程的求解过程中常涉及非常复杂的符

号计算,这给研究和教学都带来了不小的困难.因
此,在求解微分方程的教学研究中融入具有强大符

号和数值计算功能的数学软件 Maple,不仅可以使

师生减少烦琐的计算过程,将重心集中到解题方法

上,还可以培养学生利用数学软件编程解决实际问

题的能力.此外,数学软件Maple还具有图形绘制、
建模和仿真、程序设计等功能,因而微分方程的教学

研究与软件Maple之间的联系日益紧密[23-25].
受文献[15]的启发,本文基于偏微分方程的教

学实践与科学研究,在 Maple软件的辅助下,主要

利用构造双Casorati行列式元素的矩阵方法研究孤

子可积系统教学研究中非常著名的反向4位势

Ablowitz-Ladik(AL)方程[26]:
Qn,t=(1-QnRn)Sn-1,Rn,t=-(1-QnRn)Tn,
Sn,t=(1-SnTn)Qn,Tn,t= -(1-SnTn)Rn+1 

(1)
式中,{Qn,Rn,Sn,Tn}为4个位势.方程(1)的Lax
对为[27]

EΦn=UnΦn,

Un=
z2+SnRn zQn+z-1Sn

zTn+z-1Rn z-2+TnQn  ,
Φn= ϕ1n

ϕ2n  ,
Φn,t=VnΦn,

V(-1)
n =

-
1
2RnSn-1+

1
2z

-2 -Sn-1z-1

-Rnz-1 1
2RnSn-1-

1
2z

-2  





















(2)
式中,z是谱参数,E是定义为Ekv(n)=v(n+k)
的平移算子,k∈Z.为方便起见,在不引起混淆的情

况下令v(n)=vn.
本文主要内容安排如下:首先回顾方程(1)的

广义双Casoratian解、类有理解和 Matveev解;其

次计算出 Complexiton解和周期解;最后给出

Complexiton解分别与类有理解、Matveev解相互

作用后的双Casorati行列式形式的混合解.本文采

用的求解方法和求解过程具有普遍性,适用于许多

微分差分可积方程,通过对方程(1)新的精确解的研

究,进而达到帮助学生理解并掌握运用这种求解方

法构造微分差分方程精确解的教学目的.

1 类有理解和Matveev解

对方程(1)作用变量变换[19],有
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Qn=
gn

fn
,Rn=

hn

fn
,Sn=

Gn

Fn
,Tn=

Hn

Fn
(3)

则fn,gn,hn,Fn,Gn,Hn满足双线性方程

Dtgn·fn=FnGn-1,Dthn·fn=-Fn-1Hn,
DtGn·Fn=fn+1gn,DtHn·Fn=-fnhn+1,

fn
2-gnhn=FnFn-1,Fn

2-GnHn=fn+1fn









(4)
式中,D 是双线性算子,定义为

Dm
tDn

xf·g=(t-t')m(x -x')nf(t,x)·
g(t',x')|t'=t,x'=x (5)

定义|m
︿ ;p

︿
|,|l

︿;k
︿
|如下[28,29]:

|l
︿;k

︿
|=|Φn,EΦn,…,ElΦn;

Ψn,EΨn,…,EkΨn|,

|l;k
︿
|=|EΦn,E2Φn,…,ElΦn;

Ψn,EΨn,…,EkΨn|






















(6)

  定理1.1[19] 方程(4)有广义双Casorati行列

式解:

fn=|m
︿ ;p

︿
|,gn=|m+1
︿;p-1
︿

|,

hn=-|m-1
︿;p+1
︿

|,

Fn=|A|
1
2|m

︿ ;p+1|,

Gn=|A|
1
2|m+1
︿;p|,

Hn=-|A|
1
2|m-1
︿;p+2|

















(7)

Φn=(ϕ1n,ϕ2n,…,ϕm+p+2,n)T,Ψn=(ψ1n,ψ2n,…,

ψm+p+2,n)T满足一般性条件

Φn=Ane
1
2A

-1tC,Ψn=A-ne-
1
2A

-1tD (8)
式中,A=(aij)是与n 和t无关的(m+p+2)×
(m+p+2)阶任意可逆的实矩阵,C=(c1,c2,…,
cm+p+2)T 和D=(d1,d2,…,dm+p+2)T 是任意实的

常向量.
于是,我们得到方程(1)对应的解为

Qn=|m+1
︿;p-1
︿

|
|m
︿ ;p

︿
|

,

Rn=-|m-1
︿;p+1
︿

|
|m
︿ ;p

︿
|

,

Sn=|m+1
︿;p|

|m
︿ ;p+1|

,

Tn=-|m-1
︿;p+2|
|m
︿ ;p+1|





















(9)

设A=e
1
2B,式(8)可以表示成B 的幂级数:

Φn=exp(
1
2nB+

1
2texp

(-
1
2B
))C=

  ∑
∞

r=0

tr

2rr! ∑
∞

s=0
[∑

s

l=0

(-1)lrlns-l

2sl! (s-l)!
]BsC,

Ψn=exp(-
1
2nB-

1
2texp

(-
1
2B
))D=

  ∑
∞

r=0

tr(-1)r

2rr! ∑
∞

s=0
[∑

s

l=0

(-1)srlns-l

2sl! (s-l)!
]BsD


















(10)
假设

B=

0 0
1 0
⋱ ⋱

0 1 0





















(m+p+2)×(m+p+2)

(11)

不难得到Bm+p+2=0.于是可以构造出方程(1)的具

有双Casorati行列式形式的类有理解[20].令c1=
d1=1,ck=dk=0(k=2,3,…,m+p+2),Φn和Ψn

的分量为

ϕjn=∑
∞

r=0

tr

2rr! ∑
j-1

l=0

(-1)lrlnj-1-l

2j-1l! (j-1-l)!
,

ψjn=∑
∞

r=0

(-1)rtr

2rr! ∑
j-1

l=0

(-1)j-1rlnj-1-l

2j-1l! (j-1-l)!












(12)
若令m=p=0,可以计算出

ϕ1n=e
1
2t,ψ1n=e-

1
2t,

ϕ2n=(
n
2-

t
4
)e
1
2t,ψ2n=-(

n
2-

t
4
)e-

1
2t 
(13)

假设

B=

J(k1) 0
J(k2)

⋱
0 J(ks)





















,

J(ki)=

k 0
1 k
⋱ ⋱

0 1 k





















li×li


















(14)

可以构造出方程(1)的具有双Casorati行列式形式

的Matveev解[21].将J(k)替代展开式(10)中的矩

阵B,并令c1=d1=1,cj=dj=0(j=2,3,…,l),
推出

317第9期 反向4位势Ablowitz-Ladik方程的Complexiton解



ϕjn(k)=
1

(j-1)!k
j-1exp(

1
2nk+

1
2texp

(-
1
2k
)),

ψjn(k)=
1

(j-1)!k
j-1exp(-

1
2nk-

1
2texp

(-
1
2k
))















(15)
在式(15)中取j=1(省去下标),可得

Φn(k)=exp(
1
2nk+

1
2texp

(-
1
2k
)),

Ψn(k)=exp(-
1
2nk-

1
2texp

(1
2k
))












(16)

2 Complexiton解

为了构造方程(1)的Complexiton解,我们取实

准Jordan矩阵:

B=

J1 0
J2

⋱
0 Jh




















(17)

式中,

Ji=

Bi 0
I2 Bi

⋱ ⋱
0 I2 Bi




















,Bi=
αi -βi

βi αi  
(18)

αi,βi(i=1,2,…,h)是任意常数.
首先考虑矩阵B 的最简单情形(省去下标),设

B=
α -β
β α  =αI2+βσ2,σ2=

0 -1
1 0  

(19)
将(19)代入(10)得到

Φn=exp(
1
2nαI2)·exp(

1
2nβσ2)·exp(

1
2texp(-

1
2αI2)·exp(-

1
2βσ2))C,

Ψn=exp(-
1
2nαI2)·exp(-

1
2nβσ2)·exp(-

1
2texp(-

1
2αI2)·exp(-

1
2βσ2))D












(20)

  将上述的Φn,Ψn 关于σ2展开,注意到σ22=-I2即有

Φn=exp(
1
2nα

)[cos(12nβ
)I2+sin(

1
2nβ

)σ2]·exp(
1
2texp(-

1
2α
)[cos(12β

)I2-sin(
1
2β
)σ2])C,

Ψn=exp(-
1
2nα

)[cos(12nβ
)I2-sin(

1
2nβ

)σ2]·     

  exp(-
1
2texp(-

1
2α
)[cos(12β

)I2-sin(
1
2β
)σ2])D














(21)
  接下来再考虑矩阵B 为Jordan块Ji 的情形:

B=Ji=B'+Y',B'=Ili Bi=

Bi 0
Bi

⋱
0 Bi





















2li×2li

,

Y'=Yli I2=

0 0
I2 0

⋱ ⋱
0 I2 0





















2li×2li

,Yli =

0 0
1 0
⋱ ⋱

0 1 0





















li×li



















(22)
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式中,代表直积.利用等式B'Y'=Y'B',得到

Bs=(B'+Y')s=(I2li +Y'αi +…+
1

j!Y'
jj

αi +…+
1

s!Y'
ss

αi
)B's (23)

  借助恒等式

αiB
h
i =αi

(αiI2+βiσ2)h=      
h(αiI2+βiσ2)h-1,h=1,2,3,… (24)

式(23)可以写成

Bs=T(αi
)B's,

T(αi
)=                   

I2 0
I2αi I2
1
2I2

2
αi I2αi I2

︙ ⋱ ⋱ ⋱
1

(l-1)!I2
l-1
αi

… 1
2I2

2
αi I2αi I2




























2l×2l

(25)
将(25)带入(10)得

ϕjn(αi)=T(αi
)exp(

1
2nB'+

1
2texp

(-
1
2B'

))C=

T(αi
)(Ili exp(

1
2nBi+

1
2texp

(-
1
2Bi)))C

(26)
进一步写为

ϕjn(αi)=
1

(j-1)!
j-1
αi exp(

1
2nBi+

1
2texp

(-
1
2Bi))c1+…+

αiexp(
1
2nBi+

1
2texp

(-
1
2Bi))cj-1+

exp(
1
2nBi+

1
2texp

(-
1
2Bi))cj (27)

式中,

ϕjn(αi)=(ϕjn,1(αi),ϕjn,2(αi))T,

cj=(cj1,cj2)T  (28)

类似地,计算出

ψjn(αi)=
1

(j-1)!
j-1
αi exp(-

1
2nBi-

1
2texp

(-
1
2Bi))d1+…+

αiexp(-
1
2nBi-

1
2texp

(-
1
2Bi))dj-1+

exp(-
1
2nBi-

1
2texp

(-
1
2Bi))dj (29)

式中,

ψjn(αi)=(ψjn,1(αi),ψjn,2(αi))T,

dj=(cj1,dj2)T  (30)

  根据(21),(27)和(29)可表示为显式:

ϕjn(αi)= ϕjn,1(αi)

ϕjn,2(αi)  =∑js=1

1
(j-s)!

j-s
αi







 exp(

1
2nαi+

1
2texp

(-
1
2αi)cos(

1
2βi))·

cs1cos
1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  -cs2sin

1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  

cs1sin
1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  +cs2cos

1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)    



 (31a)

ψjn(αi)= ψjn,1(αi)

ψjn,2(αi)  =∑js=1

1
(j-s)!

j-s
αi







 exp(-

1
2nαi-

1
2texp

(-
1
2αi)cos(

1
2βi))·

ds1cos
1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  +ds2sin

1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  

-ds1sin
1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)  +ds2cos

1
2nβi-

1
2texp

(-
1
2αi)sin(

1
2βi)    



 (31b)

  于是得到(4)的双Casorati行列式形式(7)的
Complexiton解,其中Φn 和Ψn 满足

Φn=(ϕT
1n(α1),…,ϕT

l1n
(α1);ϕT

1n(α2),…,

ϕT
l2n
(α2);…;ϕT

1n(αh),…,ϕT
lhn
(αh))T (32a)

Ψn=(ψT
1n(α1),…,ψT

l1n
(α1);ψT

1n(α2),…,

ψT
l2n
(α2);…;ψT

1n(αh),…,ψT
lhn
(αh))T (32b)
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l1+l2+…+lh=m+p+2.
  另外,根据等式αiB

m
i =-σ2βiB

m
i,通过用

βi
替代(31)中的αi

,可以给出类似于式(31)的
Complexiton解.

特别地,取
m=p=0,c11=d11=1,c12=d12=0,

ξ=
1
2nα+

1
2texp

(-
1
2α
)cos(12β

),

η=
1
2nβ-

1
2texp

(-
1
2α
)sin(12β

)(省去下标),

 
Φn=(exp(ξ)cosη,exp(ξ)sinη)T,

Ψn=(exp(-ξ)cosη,-exp(-ξ)sinη)T (33)
  利用软件Maple,具体输入如下程序:

>f1:=Matrix([[phi1,psi1],[phi2,psi2]]);
>f2:=LinearAlgebra:-Determinant();
>f:=simplify(f2);
运行该程序后得到fn,进一步计算出gn,hn,

Fn,Gn,Hn.于是得到反向4位势AL方程(1)的
Complexiton解:

Qn=-
sin(12β

)

sinnβ-exp(-
1
2α
)sin(12β

)t  
exp((n+

1
2
)α+exp(-

1
2α
)cos(12β

)t) (34a)

Rn=-
sin(12β

)

sinnβ-exp(-
1
2α
)sin(12β

)t  
exp(-(n+

1
2
)α-exp(-

1
2α
)cos(12β

)t) (34b)

Sn=-
sin(12β

)

sin (n+
1
2
)β-exp(-

1
2α
)sin(12β

)t  
exp((n+1)α+exp(-

1
2α
)cos(12β

)t) (34c)

Tn=-
sin(12β

)

sin(n+
1
2
)β-exp(-

1
2α
)sin(12β

)t  
exp(-(n+1)α-exp(-

1
2α
)cos(12β

)t) (34d)

    再次使用软件Maple,具体输入如下程序:
  >Q:=(g)/(f);

>R:=(h)/(f);
>S:=(G)/(F);
>T:=(H)/(F);
>left1a:=diff(Q,t);
>left1:=simplify(left1a);
> m1:=n=n-1;
>SM1:=dsubs(m1,S);
>right1a:=(1-Q*R)*SM1;
>right1:=simplify(right1a);
>eq1a:=left1-right1;
>eq1:=simplify(eq1a);

运行该程序后,验证(34)满足方程(1)的第一个

方程,类似可进一步验证(34)满足(1)的其余方程.

当sin(
1
2β
)=1,即cos(

1
2β
)=0,(34)即为方

程(1)关于t的周期解:

Qn=-
exp((n+

1
2
)α)

sin(nβ-exp(-
1
2α
)t)

(35a)

Rn=-
exp(-(n+

1
2
)α)

sin(nβ-exp(-
1
2α
)t)

(35b)

Sn=-
exp((n+1)α)

sin((n+
1
2
)β-exp(-

1
2α
)t)
(35c)

 Tn=-
exp(-(n+1)α)

sin((n+
1
2
)β-exp(-

1
2α
)t)

(35d)
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3 类有理解和Complexiton解的混合

解

为了构造出反向4位势AL方程(1)的更多的

双Casorati行列式形式的精确解,我们假设B 是由

矩阵(11)(Br),(14)(Bm)和(17)(Bc)构成的准对

角阵

B=
Br 0

Bm

0 Bc  (36)

于是Φn 和Ψn 应为

Φn=(ΦT
nr,ΦT

nm,ΦT
nc)T,

Ψn=(ΨT
nr,ΨT

nm,ΨT
nc)T (37)

显然,由(37)得到双Casorati行列式(7)依然还是方

程(4)的解,称之为混合解.若取 (m,p)=(1,1),
Φn=(ϕ1,nr,ϕ2,nr,ϕ1,nc,ϕ2,nc)T,   
Ψn=(ψ1,nr,ψ2,nr,ψ1,nc,ψ2,nc)T  (38a)

ϕ1,nr=exp(
1
2t
),ψ1,nr=exp(-

1
2t
),

ϕ1,nc=exp(ξ)cosη,ψ1,nc=exp(-ξ)cosη 
(38b)

ϕ2,nr=(
n
2-

t
4
)exp(

1
2t
),

ψ2,nr=-(
n
2-

t
4
)exp(-

1
2t
),

ϕ2,nc=exp(ξ)sinη,

ψ2,nc=-exp(-ξ)sinη















(38c)

直接算出

fn=-
1
2
(2n-t)sin(2η+β)-

1
2
(2n-t+2)sin(2η)+

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(

1
2α
)+

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
)-
1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α+t) (39a)

gn=-
1
2
(2n-t)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

3
2α
)+
1
2
(2n-t+1)sinβexp(2ξ+α)-

1
2
(2n-t+2)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

1
2α
)-

1
2sin

(2η+β)exp(α+t)+sin(2η+
1
2β
)exp(

1
2α+t)-

1
2sin

(2η)exp(t) (39b)

hn=-
1
2
(2n-t)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α
)+
1
2
(2n-t+1)sinβexp(-2ξ-α)-

1
2
(2n-t+2)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α
)-

1
2sin

(2η+β)exp(-α-t)+sin(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α-t)-

1
2sin

(2η)exp(-t) (39c)

Fn=|A|
1
2·[-

1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α+t)-

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

3
2β
)exp(-

1
2α
)+

1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)-

1
2
(2n-t+3)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
)+

1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)exp(-α)] (39d)

Gn=|A|
1
2·[-

1
2
(2n-t+1)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

3
2α
)+     

1
2
(2n-t+2)sinβexp(2ξ+α)-

1
2sin

(2η+
3
2β
)exp(

1
2α+t)-
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1
2
(2n-t+3)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

1
2α
)+sin(2η+β)exp(t)-

1
2sin

(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α+t)]

(39e)

Hn=|A|
1
2·[-

1
2
(2n-t+1)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

5
2α
)+

1
2
(2n-t+2)sinβexp(-2ξ-2α)-

1
2sin

(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α-t)-

1
2
(2n-t+3)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α
)-

1
2sin

(2η+
3
2β
)exp(-

3
2α-t)+sin(2η+β)exp(-α-t)] (39f)

  利用位势变换(3),得到方程(1)的类有理解和Complexiton解相互作用后的混合解.
当 (m,p)=(2,0),得到

fn=-
1
2
(2n-t)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

3
2α
)+
1
2
(2n-t+1)sinβexp(2ξ+α)-

1
2
(2n-t+2)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

1
2α
)-

1
2sin

(2η+β)exp(α+t)+sin(2η+
1
2β
)exp(

1
2α+t)-

1
2sin

(2η)exp(t) (40a)

gn=
1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

5
2α+t)-sinβexp(2ξ+2α+t)+

3
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

3
2α+t)+

1
2sin

(3
2β
)exp(2ξ+

3
2α+t)-sinβexp(2ξ+α+t)+

1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α+t) (40b)

hn=
1
2
(2n-t)sin(2η+β)+

1
2
(2n-t+2)sin(2η)-

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(

1
2α
)-

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
)+
1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)+

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α+t) (40c)

Fn=|A|
1
2·[-

1
2
(2n-t+1)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

3
2α
)+
1
2
(2n-t+2)sinβexp(2ξ+α)-

1
2sin

(2η+
3
2β
)exp(

1
2α+t)-

1
2
(2n-t+3)sin(

1
2β
)exp(2ξ+

1
2α
)+

sin(2η+β)exp(t)-
1
2sin

(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α+t)] (40d)

Gn=|A|
1
2·[1

2sin
(1
2β
)exp(2ξ+

5
2α+t)-sinβexp(2ξ+2α+t)+

3
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

3
2α+t)+

1
2sin

(3
2β
)exp(2ξ+

3
2α+t)-sinβexp(2ξ+α+t)+

1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α+t)] (40e)

Hn=|A|
1
2·[1

2sin
(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)+

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

3
2β
)exp(-

1
2α
)+
1
2
(2n-t+3)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
)-

1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)-

1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)exp(-α)+
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1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α+t)] (40f)

  当 (m,p)=(0,2),得到

fn=
1
2
(2n-t)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α
)-
1
2
(2n-t+1)sinβexp(-2ξ-α)+

1
2
(2n-t+2)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α
)+

1
2sin

(2η+β)exp(-α-t)-sin(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α-t)+

1
2sin

(2η)exp(-t) (41a)

gn=-
1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α+t)+

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(

1
2α
)-
1
2
(2n-t)sin(2η+β)-

1
2
(2n-t+2)sin(2η)+

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
) (41b)

hn=-
1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

1
2α-t)+sinβexp(-2ξ-α-t)-

3
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α-t)-

1
2sin

(3
2β
)exp(-2ξ-

3
2α-t)+sinβexp(-2ξ-2α-t)-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

5
2α-t)(41c)

Fn=|A|
1
2·[1

2
(2n-t+1)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

5
2α
)-
1
2
(2n-t+2)sinβexp(-2ξ-2α)+

1
2sin

(2η+
1
2β
)exp(-

1
2α-t)+

1
2
(2n-t+3)sin(

1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α
)+

1
2sin

(2η+
3
2β
)exp(-

3
2α-t)-sin(2η+β)exp(-α-t)] (41d)

Gn=|A|
1
2·[-

1
2sin

(1
2β
)exp(2ξ+

1
2α-t)-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α+t)-

1
2
(2n-t+1)sin(2η+

3
2β
)exp(-

1
2α
)+
1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)-

1
2
(2n-t+3)sin(2η+

1
2β
)exp(-

1
2α
)+
1
2
(2n-t+2)sin(2η+β)exp(-α)] (41e)

Hn=|A|
1
2·[-

1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

3
2α-t)+sinβexp(-2ξ-2α-t)-

3
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

5
2α-t)-

1
2sin

(3
2β
)exp(-2ξ-

5
2α-t)+

sinβexp(-2ξ-3α-t)-
1
2sin

(1
2β
)exp(-2ξ-

7
2α-t)] (41f)

  将(40)和(41)分别代入(3),得到在条件 (m,
p)=(2,0)和 (m,p)=(0,2)下的方程(1)的类有

理解和Complexiton解相互作用后的混合解.

4 Matveev解和Complexiton解的混

合解

在本节中,我们将构造方程(1)的 Matveev解

和Complexiton解相互作用后的混合解.
选取 (m,p)=(1,0),

Φn=(ϕnm,ϕ1,nc,ϕ2,nc)T,Ψn=(ψnm,ψ1,nc,ψ2,nc)T

(42)
式中,

ϕnm(k)=eγ,ψnm(k)=e-γ,γ=
1
2nk+

1
2te

-
1
2k

(43)
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  通过计算得出

Qn=
sin(12β

)exp(2ξ+γ+
1
2α+k)-sin(β)exp(2ξ+γ+α+

1
2k
)+sin(

1
2β
)exp(2ξ+γ+

3
2α
)

sin(12β
)exp(2ξ+

1
2α-γ)-sin(2η+

1
2β
)exp(γ+

1
2α
)+sin(2η)exp(γ+

1
2k
)

(44a)

Rn=
sin(12β

)exp(-2ξ+γ-
1
2α
)-sin(2η+

1
2β
)exp(-γ-

1
2α
)+sin(2η)exp(-γ-

1
2k
)

sin(12β
)exp(2ξ+

1
2α-γ)-sin(2η+

1
2β
)exp(γ+

1
2α
)+sin(2η)exp(γ+

1
2k
)

(44b)

Sn=
sin(12β

)exp(2ξ+γ+
1
2α+k)-sin(β)exp(2ξ+γ+α+

1
2k
)+sin(

1
2β
)exp(2ξ+γ+

3
2α
)

sin(12β
)exp(2ξ-γ+

1
2α-

1
2k
)-sin(2η+β)exp(γ)+sin(2η+

1
2β
)exp(γ-

1
2α+

1
2k
)

(44c)

Tn=
sin(12β

)exp(-2ξ+γ-
3
2α
)+sin(2η+

1
2β
)exp(-γ-

1
2α-k)-sin(2η+β)exp(-γ-α-

1
2k
)

sin(12β
)exp(2ξ-γ+

1
2α-

1
2k
)-sin(2η+β)exp(γ)+sin(2η+

1
2β
)exp(γ-

1
2α+

1
2k
)

(44d)
  若取 (m,p)=(0,1),类似计算出

Qn=
sin(12β

)exp(2ξ+
1
2α-γ)-sin(2η+

1
2β
)exp(γ+

1
2α
)+sin(2η)exp(γ+

1
2k
)

sin(2η+
1
2β
)exp(-γ-

1
2α
)-sin(

1
2β
)exp(-2ξ+γ-

1
2α
)-sin(2η)exp(-γ-

1
2k
)
(45a)

Rn=
sin(12β

)exp(-2ξ-γ-
3
2α
)-sinβexp(-2ξ-γ-α-

1
2k
)+sin(

1
2β
)exp(-2ξ-γ-

1
2α-k)

sin(2η+
1
2β
)exp(-γ-

1
2α
)-sin(

1
2β
)exp(-2ξ+γ-

1
2α
)-sin(2η)exp(-γ-

1
2k
)

(45b)

Sn=
sin(12β

)exp(2ξ-γ+
1
2α-

1
2k
)-sin(2η+β)exp(γ)+sin(2η+

1
2β
)exp(γ-

1
2α+

1
2k
)

sin(2η+β)exp(-γ-α-
1
2k
)-sin(

1
2β
)exp(-2ξ+γ-

3
2α
)-sin(2η+

1
2β
)exp(-γ-

1
2α-k)

(45c)

Tn=
sin(12β

)exp(-2ξ-γ-
3
2α-

3
2k
)-sinβexp(-2ξ-γ-2α-k)+sin(

1
2β
)exp(-2ξ-γ-

5
2α-

1
2k
)

sin(2η+β)exp(-γ-α-
1
2k
)-sin(

1
2β
)exp(-2ξ+γ-

3
2α
)-sin(2η+

1
2β
)exp(-γ-

1
2α-k)

(45d)

  不难验证,(44)和(45)即为在条件(m,p)=
(1,0)和(m,p)=(0,1)下方程(1)的Matveev解和

Complexiton解相互作用后的混合解.进一步,当

(m,p)选取不同的值时,可以构造出更多的

Complexiton解与类有理解或Matveev解之间相互

作用后的混合解.
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5 结论

本文 基 于 双 Casorati技 巧,利 用 构 造 双

Casorati行列式元素的矩阵方法,将矩阵B 取成准

约当阵的形式,构造出了反向的4位势AL方程的

Complexiton解,并给出了该方程关于t的周期解.
进一步,将矩阵B 设成 由下三角阵和准约当阵构

成的 准 对 角 矩 阵 的 形 式,得 到 了 类 有 理 解 和

Complexiton解的混合解.此外,本文也给出了

Matveev解和Complexiton解相互作用后的混合

解.这一研究工作为反向的4位势AL方程寻找到

了更多的具有双Casorati行列式形式的精确解,同
时也为文中所用的矩阵方法运用到其它连续和离散

可积系统提供了思路借鉴,实现了引导学生理解并

掌握微分差分方程求解的教学目的,也为接下来的

孤子可积代数特征的教学和研究提供了理论支持.
另外,4位势AL方程允许更丰富的约化关系,最近

张大军等提出了基于双 Wronskian和双Casoratian
的约化技巧[30-33],相关方程可解的约化值得进一步

研究.
本文在求解过程中多次使用了Maple软件,极

大地简化了计算过程.作为辅助学习强有力的工具,
Maple还可以通过绘制图形、演示变化过程等功能

让学生更加直观地理解数学概念、降低教学难度,通
过让学生主动参与、亲自设计,培养其主体意识,使
其成为教学和实践的主体.基于种种强大的功能,
Maple可以很好地把理论和实例结合起来,这将有

利于微分(差分)方程的教学既能重视理论研究,又
能突出其实践性,让师生从烦琐的计算中摆脱出来,
更多地关注基本原理和求解方法,从而提高微分方

程的教学效果.
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