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基于状态相依风险厌恶的最优动态协整配对交易策略

邓辛凝,毕秀春,张曙光
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摘要:协整配对交易试图在协整资产偏离平衡时获取收益.在常风险厌恶的均值-方差模型中,最
优动态协整配对交易策略显示,配置在风险资产上的额度仅与时间有关而与财富总额无关,这不符

合常理.研究了在状态相依风险厌恶的均值-方差模型下协整资产的最优分配问题,并通过求解广

义HJB方程得到最优配置策略的一个代数形式.策略显示,最优配置额度不仅与时间有关,还依赖

于现有财富总额,并且策略能保证财富总额始终为正.因而从经济学的意义来看,相比于常风险厌

恶下的最优策略,本文策略更加合理.数值例子表明,本文策略在资产分配方面表现得更加稳定,并
且配置额度随着时间增加有增加的趋势,与常风险厌恶下的最优策略正好相反.此外,还分析了协

整系数矩阵和均值回复速度对策略的影响,并对其加以解释.
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Abstract:Cointegratedpairstradingattemptstomakeprofitswhencointegratedassetsdepartfromtheir
equilibrium.Forthemean-variancemodelwithconstantriskaversion,theoptimaldynamiccointegrated
pairstradingstrategyshowsthattheallocationamountsonriskyassetsdependonlyontimebutnoton
wealth,whichgoesagainstcommonsense.Theoptimalallocationofcointegrationassetsunderthemean-
variancemodelwithstate-dependentriskaversionwasstudied,andanalgebraicformoftheoptimal
strategywasobtainedbysolvinganextended HJBequation.Thestrategyshowsthattheoptimal
allocationamountsdependnotonlyontimebutalsooncurrentwealth,andthestrategymakessurethat
thetotalassetsremainpositiveallthetime.Thusourstrategyismoreeconomicallyreasonablecompared
tothoseunderconstantriskaversion.Thenumericalexampleimpliesthatourstrategybehavesmore
steadilyintermsofassetallocation,andthereisanincreasingtrendintheallocationamountsastimegoes



by,aincontrasttothestrategyunderconstantriskaversion.Inaddition,theinfluenceofcointegration
coefficientsmatrixandmean-revertingspeedonthestrategywasstudiedandexplained.
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0 引言

近年来,协整资产的动态交易成为了研究热门.
通常来说,一个由非平稳资产组成的平稳资产组合

就称作协整资产.股票是协整资产的一个重要应用

领域[1-2],具有稳定价差的两只股票就构成了一个简

单的协整资产组合.从长期来看,即使价差发生偏

离,最终也会回归到一个稳定水平附近.因此,当价

差扩大时,投资者通常会做空价格偏高的股票,买进

价格偏低的股票.然而,这种静态交易策略通常不是

最优的.对于具有协整关系的两只股票,当它们的价

格均被低估时,即使价差扩大,比较明智的做法也是

同时买进这两只股票.事实上,动态交易在这方面有

更大的优势.在文献[3-5]检验过股票之间的协同性

后,动态协整配对交易策略便开始被重视起来[6].
Lin等[7]利用协整关系给出一种能确保获利的配对

交易方法.Law等[8]运用统计功效减少交易中错误

信号的出现次数,从而提高了收益.在高频交易方

面,Miao[9]基于协整方法提出了配对交易策略.针
对协 整 配 对 交 易 策 略 的 有 效 性,Huang 和

Martin[10],Rad等[11]利用市场数据比较协整配对交

易策略和其他配对交易策略的实际表现情况.Olof
和Isak[12]通过使用误差修正模型选择股票,进一步

提高了策略的有效性.
而在理论研究方面,Wachter[13]首先尝试对由

一只具有均值回复性的股票和一种无风险资产组成

的协整资产组合进行动态交易.之后Jurek和

Yang[14]在常风险厌恶系数的假定下,对上述资产

组合求出了最优策略.然而,文献[14]的方法只能应

用在各项资产价格不相关的协整资产组合上.更进

一步,Chiu和Wong[15]在CRRA效用函数下成功解

决了协整资产动态交易的问题.
另一方面,自Markowitz[16]提出均值-方差模型

后,学者们也开始研究此类模型下的最优资产分配

问题.Cui等[17]讨论了离散时间下的均值-方差最优

分配 问 题.而 在 连 续 时 间 方 面,自 Basak 和

Chabakauri[18]提出了动态均值-方差分析的一般方

法后,该方法被应用到了很多问题上,Zeng和Li[19]

在均值-方差模型下研究了投资再保险问题,Wang
和Forsyth[20]则给出了对附加任意约束条件的均

值-方差模型都适用的最优策略数值求解方法.在动

态协整配对交易方面,Chiu和 Wong[21]在常风险厌

恶系数的均值-方差模型下,对资产组合求解出时间

一致性的最优配对交易策略,并研究了策略的盈利

能力.
Chiu和Wong[21]给出的最优策略显示,配置在

股票上的额度与投资者的财富总额无关.这样的结

果并不符合常理,事实上,对于同一个投资者而言,
当财富总额分别是100元和10000元时,配置在同

一只股票上的额度应当有所不同.在文献[21]的模

型中,风险厌恶系数被设置成一个常数.而实证研究

表明,个人的风险厌恶水平会随着财富值的增加而

降低[22-24].为了使模型更符合实际,我们将对文献

[21]的模型进行修改,把常风险厌恶系数变为状态

相依的风险厌恶系数(即风险厌恶系数依赖于财富

额度),并在这样的均值-方差模型下讨论协整资产

组合的动态配对交易策略.引入状态相依的风险厌

恶系数会带来时间不一致性,而对于时间不一致的

优化问题,Basak和Chabakauri[18]提出的动态均值-
方差分析的一般方法不再适用,我们将采用Björk
和Murgoci[25]提出的广义HJB方程来解决.

本文结构安排如下:节1,我们对问题进行阐

述,建立状态相依风险厌恶的均值-方差优化模型,
并给出了风险厌恶系数的一个合理形式;节2,我们

求解优化问题从而得到最优动态协整配对交易策

略,我们指出,配置在股票上的金额不仅与时间有

关,也与投资者的财富水平有关;节3,我们用数值

例子进一步比较给出的最优策略与常风险厌恶系数

下最优策略的差别,并分析两种策略在投资行为方

面的不同之处,显示出本文策略的优势.另外本文也

分析了协整系数矩阵和均值回复速度对策略的影

响;节4总结全文.

1 问题描述

为了与文献[21]给出的最优策略进行比较,本
文选取与之相同的资产组合和投资期限,各资产价

656 中国科学技术大学学报 第49卷



格的动态过程也保持一致.具体的,资产组合包括一

种无风险资产(标号为0,t时刻价格为S0(t))和n
只股票(标号为1~n,t时刻价格分别为S1(t),
S2(t),…,Sn(t)),投资区间为[0,T],无风险利率

为r(t),无风险资产价格的动态过程为

dS0(t)=r(t)S0(t)dt,
S0(0)=S0>0.

对于n只股票,依照文献[21],令Xi(t)=lnSi(t),
其动态过程为

dX(t)=[θ(t)-AX(t)]dt+σ(t)dWt (1)
式中,Wt=(W1

t,W2
t,…,Wn

t)'是Ft=σ(W1
t,W2

t,…,
Wn

t,t≥0)上的n维标准维纳过程,θ(t)是一个关于

时间t连续的n维向量,σ(t)是关于时间t连续的

n×n维矩阵,常数矩阵A 表示协整系数矩阵(A 中

元素不一定是正数).这里,我们假设 Σ(t)=
σ(t)σ'(t)是一个正定矩阵.

令ui(t)表示配置在第i种资产上的金额,则t
时刻投资者的总财富水平可以表示为

Y(t)=∑
n

i=0
ui(t).

运用伊藤引理,有
dY(t)= [r(t)Y(t)+u'(t)α(t)]dt+u'(t)σ(t)dWt,
Y(0)=Y0  

(2)
式中,u'(t)=(u1(t),u2(t),…,un(t)),

α(t)=θ(t)-AX(t)+
1
2D
(Σ(t))1-r(t)1

(3)
D(Σ(t))是一个对角矩阵,其对角元与σ(t)对应对

角元相等,1是一个所有元素均为1的n维向量.
文献[21]给出的均值-方差优化模型为

min
u
Vart,y[Yu

T]-2λEt,y[Yu
T],

该优化模型等价于

max
u

Et,y[Yu
T]-

1
2λVart,y

[Yu
T].

这里λ>0.显然,正常数
1
λ

表示投资者的风险厌恶

系数.依照文献[21]给出的策略,无论投资者的总财

富是多少,配置在股票上的最优额度都一样,之所以

得出这样的结论是因为该模型中风险厌恶系数是一

个常数.但这不符合常理.实证研究表明,个人的风

险厌恶系数会随着财富值的增加而降低[22-24].因而

投资者的风险厌恶系数不应当是正常数
1
λ
,而是关

于财富总额Y(t)=y的减函数
1

λ(y)
(相应的,λ(y)

是y的增函数).我们将原优化模型的风险厌恶系

数
1
λ

替换为
1

λ(y)
,则相应的优化模型变为

min
u
Vart,y[Yu

T]-2λ(y)Et,y[Yu
T] (4)

  为了更方便地研究问题,有必要明确λ(y)的具

体形式.参考文献[26]的想法,一个自然而又合理的

假设是

λ(y)=λy,

即风险厌恶系数为
1
λy
,这里的λ是一个正数.选择

这样一个形式有两个原因:
①均值-方差优化函数为

J(t,y,u)=Vart,y[Yu
T]-2λ(y)Et,y[Yu

T],
其中,第一项的单位是元的平方,而第二项中

Et,y[Yu
T]的单位是元,单位不一致.为了使相加的

两项单位一致,需要使λ(y)的单位为元.一个直接

的想法就是

λ(y)=λy.
  ②在Markowitz提出的均值-方差框架中,效用

函数实际上是投资回报率而非财富总额y 的函数.
故而在该框架中优化函数的形式为

J*(t,y,u)=Vart,y[
Yu

T

y
]-2λEt,y[

Yu
T

y
]=

1
y2
{Vart,y[Yu

T]-2λyEt,y[Yu
T]}.

而上式与

J(t,y,u)=Vart,y[Yu
T]-2λyEt,y[Yu

T] (5)
有相同结构的解.

注1.1 根据实证研究,风险厌恶系数
1

λ(y)
是

关于y的减函数,即λ(y)是y的增函数.而到目前

为止,实证研究还没有讨论过
1

λ(y)
的具体形式.在

理论方面,文献[26]是第一篇研究此类问题的文

献,在该文中,风险厌恶系数的形式即为
1
λy
,其他文

献皆沿用了这一设定.故而,本文也采用这种设定.
相应的,λ(y)=λy.另外,从计算的角度考量,这种

选取也带来了简便性.事实上,如果选取更为复杂的

形式,很有可能求解不出结果.研究问题应当由易到

难,因而本文从最简单的假设入手.
下面我们最小化式(5),求解最优投资策略,即
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求解下列动态优化问题,
min
u
Vart,y[Yu

T]-2λyEt,y[Yu
T]

s.t. dY(t)=[r(t)Y(t)+u'(t)α(t)]dt+
u'(t)σ(t)dWt.

2 求解最优策略

2.1 “最优”的定义

令

F(y,z)=z2-2λyz,
G(y,z)=-z2.

则对于马尔科夫过程Y,效用函数

J(t,y,u)=Et,y[F(y,Yu
T)]+G(y,Et,y[Yu

T])
(6)

即为我们要优化的函数(5).如果使用文献[18]提出

的动态均值-方差分析框架去求解效用函数(6)的最

小值,很快就会遇到麻烦.我们的优化目标函数与状

态y有关,故而最优策略的选择与决策时的状态有

关,根据文献[25],此优化问题是时间不一致的.而
时间不一致性会导致按照经典方法在某一时点作出

的最优决策在下一时点将不再是最优的.
我们需要重新考虑“最优”的定义.按照文

献[25]提出的方法,我们在博弈论的框架下考虑问

题.假设在每个时间节点t,都有一个玩家选择策略

ut 使得均值-方差效用函数达到最小值.所以在整

个游戏当中,有无数个玩家在做决策,他们的效用函

数为J(t,y,u).如果我们把每一时间节点上的策

略看作整个投资期的一个子博弈,则原来的优化问

题可以转化为寻求子博弈精炼纳什均衡的问题.要
想得到全局的最优投资策略,应当运用逆向递归法

逐步求出每个子博弈上的“均衡策略”.
下面,我们通过给出均衡策略的定义来扩展“最

优”的概念.
定义2.1[25] 给定策略u︿,定义策略uh,

uh(s,z)=
u,t≤s<t+h,z∈RR;
u︿(s,z),t+h≤s≤T,z∈RR. 

式中,u∈RRn,h>0.对于任意选取的(t,y)∈[0,t]
×RR,如果

limsup
h→0

J(t,y,u︿)-J(t,y,uh)
h ≤0,

对所有u∈RRn以及(t,y)∈[0,T]×RR成立,那么就

称u︿是一个均衡策略.此时效用函数的值被定义为

均衡效用函数V,
V(t,y)=J(t,y,u︿) (7)

2.2 广义HJB方程

为了求解均衡策略u︿,我们采用文献[25]提出

的广义HJB方程方法(见附录A1).
命题2.1 V(t,y)的广义 HJB方程有如下

形式:
Vt+inf

u∈U
{(ry+u'α)(Vy-fz)+

1
2u'Σu

(Vyy-fzz-2fyz+2g2y)}=0 (8)

ft(t,y,z)+(ry+u︿'α)fy(t,y,z)+
1
2u

︿'Σu︿fyy(t,y,z)=0 (9)

gt(t,y)+(ry+u︿'α)gy(t,y)+
1
2u

︿'Σu︿gyy(t,y)=0 (10)

式中,u︿表示使方程(8)等号左侧式子取得最小值的

策略,U=Rn,
f(t,y,z)=Et,y[F(z,Yu︿

T)] (11)

g(t,y)=Et,y[Yu︿
T] (12)

  命题2.1的证明见附录A2.
下面的定理说明只要我们解出上述广义 HJB

方程,原来的均值-方差优化问题就可以得到解决.
定理2.1[25] 如果(V,f,g)是命题2.1中广义

HJB方程的一个解,并且策略u︿取得方程(8)等号

左侧式子的最小值,那么u︿便是一个均衡策略,V
就是相应的均衡效用函数.

为了求出均衡策略u︿,我们来解命题2.1中的

广义HJB方程.我们有

V(t,y)=J(t,y,u︿)=
Et,y[(Yu︿

T)2-2λyYu︿
T]-E2

t,y[Yu︿
T]=

f(t,y,y)-g2(t,y),
故不难得到

Vt=ft-2ggt,
Vy=fy+fz-2ggy,

Vyy=fyy+fzz+2fyz-2(g2y+ggyy).
将上述结果代入式(8),可求得

u︿=
2g(t,y)gy(t,y)-fy(t,y,y)
fyy(t,y,y)-2g(t,y)gyy(t,y)

Σ-1(t)α(t)

(13)
  接下来需要求解f 和g,注意到f 和g分别满

足下列方程:
ft(t,y,z)+(ry+u︿'α)fy(t,y,z)+

1
2u

︿'Σu︿fyy(t,y,z)=0,

gt(t,y)+(ry+u︿'α)gy(t,y)+
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1
2u

︿'Σu︿gyy(t,y)=0,

并且边界条件为

f(T,y,z)=y2-2λyz,
g(T,y)=y.

  由方程,我们假设f和g有如下的形式

f(t,y,z)=a(t)y2-2λb(t)yz,
g(t,y)=b(t)y,

a(t),b(t)的边界条件为

a(T)=1,
b(T)=1.

则有

ft=̇ay2-2λ̇byz,
fy=2ay-2λbz,
fz=-2λby,







  

fyy=2a,
fyz=-2λb,
fzz=0,







  

gt=̇by,
gy=b,
gyy=0.









将上述结果代入式(13)中,则平衡策略(即所求的最

优策略)有如下的表达:

u︿=
b2(t)+λb(t)-a(t)

a(t) yΣ-1(t)α(t)(14)

  将上述结果代入式(9)和(10)中,则有

ȧ+2a(r+
b2+λb-a

a α'Σ-1α)+

(b2+λb-a)2
a α'Σ-1α=0 (15)

ḃ+b(r+
b2+λb-a

a α'Σ-1α)=0 (16)

式中,̇a,̇b分别为a(t),b(t)对时间t的导数.
要得到u︿,需要从式(15)和(16)组成的微分方

程组中解出a(t)和b(t).然而,该方程组是非线性

的,不满足Lipschitz条件和线性增长条件,因此解

的存在性不能得到保证.我们换一个思路,不去求解

原方程组而是令

c(t)=
b2(t)+λb(t)-a(t)

a(t)
(17)

则

u︿(t,y)=c(t)yΣ-1(t)α(t) (18)
  下面我们来证明c(t)的存在性.

联系之前给出的f和g的表达式,我们有

f(t,y,y)=Et,y[(Yu︿
T)2-2λyYu︿

T],

g(t,y)=Et,y[Yu︿
T].

不难得到

Et,y[Yu︿
T]=b(t)y,

Et,y[(Yu︿
T)2]=a(t)y2.

  在给定u︿(t,y)=c(t)yΣ-1(t)α(t)这一形式

后,财富过程Y 满足如下动态过程:
dYu︿

T =[r(t)+c(t)α'(t)Σ-1(t)α(t)]Yu︿
Tdt+

c(t)α'(t)Σ-1(t)σ(t)Yu︿
TdWt,

这就意味着

Y(t)=Y0exp(∫
t

0
(r(s)+c(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

c(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs) (19)
故而有

a(t)=Eexp(2∫
T

t
(r(s)+c(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

c(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs),

b(t)=Eexp(∫
T

t
(r(s)+c(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

c(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs).
  如果把上述a(t),b(t)的表达式代入式(17)
中,就会得到一个关于c(t)的方程,我们将利用

Arzela-Ascoli定理证明该方程存在解.
定理2.2(Arzela-Ascoli定理) {fn}是一个

定义在闭区间[a,b]上的实值连续函数构成的序

列,如果{fn}是一致有界且等度连续的,则存在

{fn}的一个子序列{fnk
}一致收敛.

定理2.3 将上述a(t),b(t)的表达式代入式

(17)后得到的方程存在解c(t)∈C[0,T],C[0,T]
为[0,T]上连续函数构成的空间.

证明 首先构造序列{cn(t)}∈C[0,T],
c0(t)=1 (20)

cn(t)=
b2n(t)+λbn(t)-an(t)

an(t)
,n≥1(21)

式中,

an(t)=Eexp(2∫
T

t
(r(s)+cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2
n-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs),

bn(t)=Eexp(∫
T

t
(r(s)+cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2
n-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs).
  接下来我们要利用Arzela-Ascoli定理证明存
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在{cn(t)}的子列一致收敛于C[0,T]中.
为此,我们需要证明序列{cn(t)}是一致有界和

等度连续的.
①证明序列{cn(t)}在C[0,T]中一致有界.
当n≥1时,因为λ,an(t),bn(t)均为正数,故

cn(t)=
b2n(t)+λbn(t)-an(t)

an(t) =

bn(t)
an(t)

(bn(t)+λ)-1≥-1.

  不妨记

Zn(t)=∫
T

t
(r(s)+cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s)-

1
2c

2
n-1(s)α'(s)Σ-1(s)α(s))ds+

cn-1(s)α'(s)Σ-1(s)σ(s)dWs,
则

an(t)=Ee2Zn(t),
bn(t)=EeZn(t).

  将cn(t)的形式改写为

cn(t)=
b2n(t)
an(t)+λ

bn(t)
an(t)-1.

对于上式的第一项,我们有

b2n(t)=(EeZn(t))2≤Ee2Zn(t)=an(t),
所以,

b2n(t)
an(t)≤1.

对于第二项,

λ
bn(t)
an(t)=λ

EeZn(t)

Ee2Zn(t)=

λ
EeZn(t)I(Zn(t)≥0)+EeZn(t)I(Zn(t)<0)

Ee2Zn(t)I(Zn(t)≥0)+Ee2Zn(t)I(Zn(t)<0)
≤

λ
EeZn(t)I(Zn(t)≥0)+1
Ee2Zn(t)I(Zn(t)≥0)

≤2λ

对于所有的t∈[0,T]成立.综上,
-1≤cn(t)≤2λ,∀t∈[0,T],n=1,2,…,

一致有界性得证.
②证明序列{cn(t)}是等度连续的.
由{cn(t)}的一致有界性容易推出{an(t)},

{bn(t)}和{̇an(t)},{̇bn(t)}的一致有界性.而对于

所有的t∈[0,T],序列{cn(t)}显然是连续可微

的.又

ċn(t)=                   
an(t)̇bn(t)(λ+2bn(t))-̇an(t)bn(t)(λ+bn(t))

a2n(t)
,

由{an(t)},{bn(t)}和{̇an(t)},{̇bn(t)}的一致有界

性以及{an(t)}严格大于0可以推出 {̇cn(t)}在
C[0,T]中也是一致有界的.所以对于任意的s,t∈
[0,T],有

|cn(t)-cn(s)|=|∫
1

0

d
ducn(s+u(t-s))du|=

|(t-s)∫
1

0
ċn(s+u(t-s))du|≤K(t-s),

对某个与n无关的常数K 成立.故序列{cn(t)}是等

度连续的.运用定理2.3,存在c(t)∈C[0,T]使得

{cn(t)}的一个子序列cni
(t)→c(t).在式(21)中取极

限即可证明c(t)是方程的解,存在性得证.
遗憾的是,c(t)的解析解无法求得,只能退而求

其次得到c(t)的数值解.具体做法是,重复式(21)
的迭代过程.而在给定平衡策略(即最优配置金额)
后,相应的最优配置比例也可得到

p
︿(t,y)=c(t)Σ-1(t)α(t) (22)

  注2.1 根据式(19),财富过程Y(t)永远保持

正值,而在基于常风险厌恶求得的最优策略下,这一

点并不能得到保证.这是本文策略的一个优势.

3 最优策略的性质

3.1 与常风险厌恶下最优策略的对比

在这一部分,通过一个数值例子来比较我们求

得的最优策略与基于常风险厌恶求得的最优策略的

区别.假定有一个由两只股票和一项无风险资产组

成的资产组合,股票的对数价格为X(t)=(x1(t),
x2(t))'=(ln1,ln2)',其他相关参数为

θ=
0.1
0.2  ,σ=

0.2 0
0 0.2  ,A=

1
2
1 1
1 1  .

投资者最初的财富总额被设定为Y0=10,无风险利

率为3%.
这里,我们通过对式(21)进行迭代,得到c(t)

一个较为精确的估计值,然后画出c(t)的图像(图1
和图2).从图1和图2中可以看出,无论λ和T 的

取值是多少,c(t)的值都随着时间的增加而增加.
接下来我们在投资期T=3和参数λ=1时,比

较两种策略下最优配置额度和比例随时间变化的情

况,结果如图3所示.从投资行为的角度来看,两种

策略有两个不同点.首先,基于状态相依风险厌恶求

得的最优策略显示,配置额度和比例随着时间有一

个增加的趋势(由于做多记为正,做空记为负,故这

里的增加是指图中额度和比例的绝对值越来越大,
下同),而对基于常风险厌恶求得的最优策略,这个
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趋势是降低的.需要指出的是,在前一种策略下,配
置额度和比例之所以有增加的趋势是因为c(t)关
于时间递增.这种不同的投资特性也体现在投资者

总财富值的波动性上.图4展示了投资者总财富值

随时间变化的情况.显然,在前一种策略下,投资者

财富值的波动性在逐渐增加,而在后一种策略下,波
动性是逐渐降低的.其次,在基于状态相依风险厌恶

求得的最优策略下,配置在各风险资产上的额度与

财富总额有关,比例与财富总额无关.而在基于常风

险厌恶求得的最优策略下,结论恰好是相反的.

图1 T=3时,不同的λ对应的c(t)
Fig.1 c(t)fordifferentλwhenT=3

图2 λ=1时,不同的T对应的c(t)
Fig.2 c(t)fordifferentTwhenλ=1

图3 两种策略下配置在不同资产上的额度和比例

Fig.3 Allocationamountandproportionofassetsundertwostrategies
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图4 两种策略下的财富值

Fig.4 Wealthundertwostrategies

  投资行为上的差异使得两种策略下的投资结

果也不同.这种结果具体表现在投资人的最终财

富上面.这里我们列举了最终财富的期望和方差

这两个观测指标与投资期限的关系,结果如图5
所示(期望和方差均为使用1000次模拟计算出来

的估计值).
在基于状态相依风险厌恶求得的最优策略下,

最终财富有着更大的方差.这是因为在该策略下,配
置在各风险资产上的额度与投资者拥有的财富水平

有关.由于财富水平在整个投资期内都在不断变动,
因而会给投资行为带来更大的不确定性,进而增大

了结果的不确定性.

图5 两种策略下最终财富的期望与方差

Fig.5 Expectationandvarianceofterminalwealthundertwostrategies

  尽管更大的方差使状态相依风险厌恶下的最优

策略看起来缺乏吸引力,但我们要指出,如果从投资

的稳健性来考虑问题,该策略表现得更好.对于投资

者而言,稳健的投资策略意味着在整个投资期间内,
各项资产的配置比例不会出现巨大的波动.如果我

们选取整个投资期内各时间节点的资产配置比例作

为一个时间序列,那么该时间序列的方差就可以衡

量投资期内资产配置比例的波动性,即投资的稳

健性.我们将这一方差值称作“配置比例方差”.图
6展示了两种策略下的“配置比例方差”(这里的

方差值也是用1000次模拟计算出来的估计值).
图6(a)显示,在基于状态相依风险厌恶求得的最

优策略下,方差值有一个上界,这意味着在整个投

资期内资产分配不会出现过大的波动,投资策略

表现得更加稳定.对于常风险厌恶下的最优策略

(图6(b)),很明显,随着投资期限的增加,策略表

现得越来越不稳健.
一个有趣的现象是,在基于状态相依风险厌恶

求得的最优策略下,最终财富的期望和方差都是投

资期限的凹函数(如图5所示).这里,我们也将对其

进行解释.注意到不同的投资期限意味着不同的投

资策略,从而对应着不同的投资行为.所以我们将从

投资行为的角度进行分析.我们选取各项资产的配

置比例作为观测投资行为的指标,比较不同投资期

限(T=0.2,0.8和1.4)下这一指标的差异,结果如

图7所示.
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图6 两种策略下各资产配置比例的方差值

Fig.6 Varianceofallocationproportionundertwostrategies

图7 不同投资期限下各资产的配置比例

Fig.7 Allocationproportionofassetsfordifferentinvestmentperiod

表1 平均配置比例

Tab.1 Averagevalueofallocationproportion

T=0.2 T=0.8 T=1.4

无风险资产 8.03306 4.78851 3.36115

股票1 -4.32161 -2.64858 -1.99895

股票2 -2.71145 -1.13993 -0.36220

  显然,T=0.2与0.8间的差异比0.8与1.4间

的差异更大.各资产配置比例在整个投资期内的平

均水平(表1)也反映了这一点.可以看到,投资行为

在期限较短时受期限的影响更大.而投资行为决定

了投资结果,即最终财富的期望与方差.因而当投资

期限较短时,最终财富的期望和方差对投资期限的

变动会更加敏感,从而解释了函数的凹性.
3.2 协整系数矩阵A的影响

协整系数矩阵中的非对角元体现了各股票价格

间的相关关系,因而我们可以通过改变矩阵A 来研

究具有不同相关性的股票在最优策略下的表现差

异.我们选取表2中四个矩阵来表示股票1和股票

2价格之间的相关性.令投资期T=3,λ=1,并沿用

3.1节例子中的各个参数,图8展示了四种状态下

各资产配置比例随时间的变化状况.
表2 相关性与协整系数矩阵

Tab.2 Correlationandcointegrationcoefficientsmatrix

相关性 强负相关 强正相关 弱负相关 弱正相关

A
1
2
1 1
1 1  1

2
1 -1
-1 1  1

2
1 0.3
0.3 1  1

2
1 -0.3
-0.3 1  
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图8 四种相关关系下各资产的配置比例

Fig.8 Allocationproportionofassetsforfourcorrelations

  我们可以得到以下结论.首先,当股票价格间的

相关性较强时,各资产配置比例的变化幅度也比较

大.这意味着当股票价格呈现越来越强的相关性时,
投资者被建议实施更加激进的投资行为.其次,当两

只股票价格呈现负相关关系时,两只股票的配置比

例呈现相同的变化趋势.而当股票价格呈现正相关

关系时,配置比例的变化趋势截然相反.因而,一旦

具有协整关系的股票组合偏离平衡时,对于价格负

相关的股票,应当同时执行相同的操作方向.而对于

价格正相关的股票,操作方向应当是相反的.
3.3 均值回复速度的影响

均值回复速度衡量了具有协整关系的资产组合

在价格偏离平衡时再次回到平衡的速度.我们通过

对协整系数矩阵A 做一个扰动A 来引入这个概

念,其中∈(0,1].图9显示的是不同回复速度对最

终财富期望的影响,同样,这里也是用1000次模拟

进行估计.

图9 不同投资期限下,最终财富期望与均值回复速度的关系

Fig.9 Expectationofterminalwealthandmean-reverting
speedfordifferentinvestmentperi

从图9中可以观测到,随着均值回复速度的增

加,期望值先递减后递增.为了解释这种投资现象,
我们依旧选择从投资行为的角度出发来考虑问题.
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以T=1为例,我们使用各资产的配置比例来观测

投资行为,将这一数值在整个投资期内的平均值作

为衡量投资行为水平的指标.图10表示的是这一指

标与均值回复速度的关系,可以看出配置比例均值

有着和最终财富期望值一样的趋势.更高的配置比

例均值意味着在整个投资期内投资行为更加活跃,
因而可以依照最优策略获得更高的收益,从而提高

了最终财富的期望水平.

图10 配置比例平均值与均值回复速度的关系

Fig.10 Averagevalueofallocationproportionandmean-revertingspeed

5 结论

本文在状态相依风险厌恶的均值-方差模型下

研究了协整资产的最优分配问题,并得到了最优动

态交易策略,其形式为u︿(t,y)=c(t)yΣ-1(t)α(t).
我们指出,这个策略不仅依赖于时间也依赖于投资

者的财富水平,且可以保证投资人的财富总额始终

为正.相较于基于常风险厌恶均值-方差模型求得的

策略,本文的策略更加符合常理.
将得到的策略与基于常风险厌恶求得的最优策

略加以比较,数值结果显示,从资产分配的角度来

看,本文策略表现得更加稳健.此外,在本文策略下,
资产配置额度和比例(做多或者做空)会随着时间有

一个增加的趋势,而在基于常风险厌恶求得的最优

策略下,这个趋势是下降的.本文还研究了协整系数

矩阵和均值回复速度对投资的影响,并从投资行为

的角度解释这些影响.
在构建模型的时候,我们假设风险厌恶水平

为1/(λy).我们指出,选择这样的假定是因为没有

实证研究讨论风险厌恶水平的具体形式,而相关

的理论研究均采取此种形式.但从长远来看,有必

要在得到相关的实证研究后再对模型进行讨论.
另外,由于样本数据很难找到,本文并没有对策略

进行实证检验.理论研究的实证检验一直都是困

难的事情,我们希望以后能有机会对得到的策略

进行实证检验.
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附录

A1 广义HJB方程的定义[5]

广义HJB方程的一般形式如下:
inf
u∈U
{(AuV)(t,y)-(Auf)(t,y,y)+(Aufy)(t,y)-Au(G♢g)(t,y)+(Hug)(t,y)}=0

(Au︿fz)(t,y)=0,(Au︿g)(t,y)=0,0≤t≤T,
V(T,y)=F(y,y)+G(y,y),fz(T,y)=F(z,y),g(T,y)=y,

其中,算子Au 的定义如下:
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Au=

t+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))

y+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t)2

y2
,

u︿表示使第一个方程等号左侧式子取得最小值的策略.其他符号定义如下:
fz(t,y)=f(t,y,z),(G♢g)(t,y)=G(y,g(t,y)),

Hug(t,y)=Gz(y,g(t,y))·Aug(t,y),Gz(y,z)=
G
z
(y,z).

关于fz 和g的方程说明fz(t,Yu︿
t)和g(t,Yu︿

t)是鞅,通过边界条件我们可以推出

f(t,y,z)=Et,y[F(z,Yu︿
T)],g(t,y)=Et,y[Yu︿

T].
A2 命题2.1的证明

令

Au=

t+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))

y+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t)2

y2
,

我们有

AuV=Vt+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))Vy+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t)Vyy,

Aufy(t,y)=ft(t,y,y)+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))fy(t,y,y)+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t)fyy(t,y,y),

Auf(t,y,y)=ft(t,y,y)+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t)){fy(t,y,y)+fz(t,y,y)}+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t){fyy(t,y,y)+fzz(t,y,y)+2fyz(t,y,y)}.

另一方面,因为(G♢g)(t,y)=G(y,g(t,y)),所以我们有

Au(G♢g)(t,y)=Gzgt+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))Gy+(r(t)Y(t)+u'(t)α(t))Gzgy+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t){Gyy+Gzgyy+2Gyzgy+Gzzg2y}=

GzAug+
1
2u'
(t)Σ(t)u(t)Gzzg2y,

其中,G=G(y,g(t,y)).注意到

Hug(t,y)=Gz(y,g(t,y))·Aug(t,y),
很容易得到

Vt+inf
u∈U
{(ry+u'α)(Vy-fz)+

1
2u'Σu

(Vyy-fzz-2fyz+2g2y)}=0,

ft(t,y,z)+(ry+u︿'α)fy(t,y,z)+
1
2u

︿'Σu︿fyy(t,y,z)=0,

gt(t,y)+(ry+u︿'α)gy(t,y)+
1
2u

︿'Σu︿gyy(t,y)=0.
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