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摘要:首先采用线性Bayes方法估计了空间自回归模型的参数,并在均方误差矩阵准则下研究了

线性Bayes估计相对两步最小二乘估计的优良性.然后,使用Metropolis抽样算法实现了对空间

自相关系数的估计.最后,通过模拟试验比较了线性Bayes估计与两步最小二乘估计的优缺点.
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Abstract:First,thelinearBayeswasusedtoestimatetheparametersofspatialautoregressivemodel,and
thesuperioritiesofthelinearBayesestimatorovertwo-stepleastsquareestimatorwerestudiedintermsof
themeansquareerrormatrix (MSEM)criterion.Then,theestimationofspatialautocorrelation
coefficientwasimplementedby Metropolisalgorithm.Finally,thesuperiorityofthelinearBayes
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0 引言

空 间 自 回 归 模 型 (spatialautoregressive
model,SAR)是空间计量经济学中最重要的模型之

一,受到了统计学与经济学等领域众多学者的关注.

模型的估计方法在近几十年来不断涌现,Anselin[1]

将该模型称为“混合回归-空间自回归”模型并给出

了其最大似然估计;Lesage[2]使用Bayesian方法对

该模型进行了估计;Lee[3]使用两阶段最小二乘估

计(two-stageleastsquare,2SLS)和Kelejian等[4]

采用工具变量法分别估计了模型的参数.在许多实



际问题中,人们通常缺乏对模型参数和误差项的独

立性及分布的精确认识,只知道它们一、二阶矩方面

的统计特性,这时线性Bayes估计较为适合此类问

题的解决.目前,已有多篇文献[5-7]讨论了该方法对

线性模型的估计以及优良性问题,但尚未发现对

SAR模型的线性Bayes估计.基于此,本文给出了

SAR模型的线性Bayes估计并证明了估计量在均

方误差矩阵(meansquareerrormatrix,MSEM)准
则下的优良性.最后,通过编程进行模拟试验,对两

种方法的特点进行了讨论.模型形式如下所示:
Y=ρWY+Xβ+ε,
E(ε)=0,Cov(ε)=σ2Ip (1)

式中,Y是n×1维的观测向量,X 是n×p维的设

计矩阵,ρ是空间自相关系数,β是p×1维的待估

参数,W 是空间权重矩阵(spatialweightsmatrix),
一般依据观测点相邻关系或位置关系确定,有关的

详细介绍可参考文献[1].
为了说明线性Bayes估计的优良性,首先采用

文献[8,15]中给出的两步最小二乘法对SAR模型

进行参数估计.
对于模型(1),假设参数ρ已知,则该模型转化

为普通的线性回归模型

Y*=Xβ+ε (2)
式中,Y*=Y-ρWY.对于该模型,利用最小二乘

估计方法可得

β
︿
2LS=(X'X)-1X'Y* (3)

进而可以得到

β
︿
2LS=(X'X)-1X'(Y-ρWY) (4)

将β
︿
2LS代入模型(1)中整理得

(I-S)Y=ρ(I-S)WY+ε (5)
式中,S=X(X'X)-1X'.因此,可得ρ的最小二乘

估计为

ρ
︿
2LS=[Y'W'(I-S)WY]-1Y'W'(I-S)Y (6)

  值得注意的是,模型(5)为典型的一阶空间自回

归模型,Anselin[9]证明了该模型参数ρ的最小二乘

估计是有偏的且不具备相合性,李序颖和顾岚[10]对

该结果重新进行了证明.因此,采用上述两步最小二

乘方法估计出来的ρ
︿
2LS 也不具有无偏性和相合性,

本文的模拟试验也证实该证明结果.
本文内容安排如下:节1给出了SAR模型的

Bayes估计,节2讨论了在MSEM准则下β
︿
BE 相对

于β
︿
2LS的优良性,节3采用 MonteCarlo方法进行

模拟试验,讨论了β
︿
BE,β

︿
2LS,ρ

︿
BE,ρ

︿
2LS 四个估计量的

数值模拟结果.

1 Bayes线性最小风险估计

模型参数的贝叶斯估计方法大致可以分为两

种:一种是假定模型参数的先验分布为共轭先验,如
正态分布或无信息先验分布,则在二次损失下

Bayes估计由后验均值给出,文献[2]正是基于该方

法得出了SAR模型的Bayes估计;另外一种是在

Gauss-Markov模型下,通过假定参数与误差项的二

阶矩存在,在与Y 相关的类中寻找参数的最优估计

量,此估计通常称为线性Bayes估计.后者最早由

Rao[11]提出,Gruber[12],Wei和Zhang等[5-7,13]都曾

使用该方法对线性模型的参数进行估计并讨论其优

良性的问题.本文借助该方法对空间自回归模型进

行了研究.
设β,ρ的先验分布分别满足下列条件:

π(β):E(β)=μ,Cov(β)=τ2Ip,
π(ρ):E(ρ)=λ  (7)

式中,μ是已知的向量,λ是已知的标量.
为了进行β的线性Bayes估计,首先需要定义

一个损失函数:
L(δ,β)=(δ-β)'D(δ-β) (8)

式中,D 为已知的正定矩阵,进而定义相应的风险

函数:
R(δ,β)=E[L(δ,β)] (9)

式中,E 表示对联合分布(Y,β)求期望.
首先假设ρ已知,则可设模型(2)中参数向量β

的线性无偏估计类:

F=β
︿*=AY*+b:A 是p×n维矩阵,
b是p×1维向量  .

  记β 的 Bayes线性无偏估计(Bayeslinear
unbiasedestimator,BLUE)为β

︿
BE,按定义β

︿
BE 需

满足:
R(β

︿
BE,β)=minA,b

R(β
︿*,β)=    

min
A,b

E[(β
︿*-β)'D(β

︿*-β)]

和无偏性条件E(β
︿*-β)=0.解无偏性条件可得

b=(Ip -AX)μ (10)
  为了求解出矩阵A,需要首先计算β的Bayes

风险,令∂R(β
︿*,β)
∂A =0,由矩阵微商法则可得

A=k-1X'(In+k-1XX')-1 (11)
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式中,k=σ2/τ2.由矩阵逆运算 (P+BCB')-1=
P-1-P-1B(B'P-1B+C-1)-1B'P-1可得

A=(X'X+kIp)-1X' (12)
  因此,β的BLUE为

β
︿
BE=(X'X+kIp)-1(X'Y*+kμ)=
(X'X+kIp)-1[X'(Y-ρWY)+kμ]=
(X'X+kIp)-1(X'Xβ

︿
2LS+kμ) (13)

  对于空间效应参数ρ 的估计,本文采用的是

Metropolis-Gibbs算法[14].首先,假设参数(ρ,σ)的
先验分布信息如式(14)所示.

π(ρ)∝λ,π(σ)∝(1/σ) (14)
  由贝叶斯定理可得参数p(ρ,σ|y)的联合后

验分布为

p(ρ,σ,β|y)∝|In-ρW|σ-(n+1)·      

exp{-
1
2σ2
(y-Xβ-ρWy)'(y-Xβ-ρWy)}

(15)
  通过式(13)得出了β的线性Bayes无偏估计

β
︿
BE,下面考虑参数ρ和σ的估计.若假设ρ为已知

参数,那么参数σ的条件后验为

p(σ|y)∝σ-(n+1)exp{-
1
2σ2ε'ε

} (16)

式中,ε=y-Xβ-ρWy.由式(16)的形式可以推知

σ2服从χ2(n)分布,参数的分布为常见的已知形

式,故可采用Gibbs抽样方法.
在σ2~χ2(n)的条件下,可以得出ρ的后验分

布形式为

p(ρ|σ,y,β)∝σ-n/2|In-ρW|·    
{(y-Xβ-ρWy)'(y-Xβ-ρWy)}-n/2(17)

  由式(17)可知,ρ的后验分布形式不再是常见

分布形式,适合采用Metropolis抽样法.
对于Metropolis抽样,采用N(0,1)作为建议

分布,并结合当前值ρc 产生参数ρ的备选值ρ* ,如
式(18)所示:

ρ*=ρc+c·N(0,1) (18)
式中,c被称作调和参数.将备选值ρ* 与当前值ρc

代入到式(19)中计算接受概率

q(ρc,ρ*)=min[1,
p(ρ*|σ,β,y)
p(ρc|σ,β,y)

] (19)

最后,将产生的参数ρ的序列平均值作为估计值.

2 MSEM准则下BLMRE的优良性

为了研究β
︿
BE 在MSEM准则下的优良性,首先

需要引入MSEM的定义.
定义2.1 参数向量θ的估计为θ

︿,则θ
︿
的均方

误差(MSE)定义为

MSE(θ)=E[(θ
︿
-θ)'(θ

︿
-θ)].

θ
︿
的MSEM的定义为

M(θ)=E[(θ
︿
-θ)(θ

︿
-θ)'].

  设参数向量θ两种不用方法的估计分别为θ
︿
1

和θ
︿
2,若

M(θ
︿
2)-M(θ

︿
1)≥0

(或MSE(θ
︿
2)-MSE(θ

︿
1)≥0),

则称θ
︿
1 在 MSEM(或 MSE)准则下优于θ

︿
2.显然,

MSEM准则强于MSE准则.
定理2.1 模型(1)中参数β的两步最小二乘

估计(2LS)和Bayes线性无偏估计(BLUE)分别由

式(4)和式(13)给出,则
M(β

︿
2LS)-M(β

︿
BE)>0.

  证明 由定义2.1和式(4)可知

M(β
︿
2LS)=E[(β

︿
2LS-β)(β

︿
2LS-β)']=     

E{E[(β
︿
2LS-β)(β

︿
2LS-β)']|β}=

E[(X'X)-1X'Y*-β][(X'X)-1X'Y*-β]'=
E[(X'X)-1X'(Xβ+ε)-β]·
[(X'X)-1X'(Xβ+ε)-β]'=

E[(X'X)-1X'ε][(X'X)-1X'ε]'=
σ2(X'X)-1. (20)

  由定义2.1和式(13)可知

M(β
︿
BE)=E[(β

︿
BE-β)(β

︿
BE-β)']=

Cov(β
︿
BE-β)=

E[Cov(β
︿
BE-β|β)]+Cov[E(β

︿
BE-β|β)]=

σ2(X'X+kIp)-1X'X(X'X+kIp)-1+
τ2k2(X'X+kIp)-2=
σ2(X'X+kIp)-1 (21)

  结合式(20)和式(21)得
M(β

︿
2LS)-M(β

︿
BE)=        

σ2[(X'X)-1-(X'X+kIp)-1]>0 (22)

  由定理2.1,利用公式MSE(θ
︿)=tr(M(θ

︿)),可
以得出下列推论.

推论2.1 设SAR模型中参数β的两步最小

二乘估计和线性Bayes无偏估计分别由式(4)和式

(13)给出,则
MSE(β

︿
2LS)-MSE(β

︿
BE)>0.
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3 MonteCarlo模拟实验

LeSage[15]基于MATLAB编制出的空间计量工

具箱,其中已经包含了空间自回归模型的参数估计,
但该方法是通过假定参数向量的先验分布为正态分

布或者无信息分布.尚未有基于线性Bayes方法估计

空间自回归模型.本文使用Anselin的哥伦布社区犯

罪数据集[14]中的空间邻接矩阵进行模拟试验,讨论

本文中的两步最小二乘估计和线性Bayes估计两种

方法的优缺点.为了避免单次试验的偶然性,文中的

所有试验均进行N=100次.试验结果如表1所示.

表1 100次模拟试验参数估计结果

Tab.1 EstimationresultsfortheparametersunderN=100replications

参数 真值
两步最小二乘估计

均值 方差 中值

线性Bayes估计

均值 方差 中值

ρ 0.3 0.3043 0.0329 0.3004 0.3004 0.0105 0.2992

β1 1 0.9580 0.2604 0.9681 0.9749 0.2147 0.9950

β2 3 2.9930 0.2185 3.0053 3.0029 0.2184 3.0259

σ2 0.36 0.1223 0.0247 0.1191 0.2503 0.2148 0.1855

  由表1可知,上述两种方法在参数估计的精确度

方面均取得了较好的结果,相比较而言,线性Bayes
估计得到的结果更为精确,这是因为线性Bayes估计

利用了参数的先验矩信息.另一方面,两步最小二乘

估计的推导过程相对简单,程序的编程也相对简单.
在模型计算的用时方面,两步最小二乘估计的用时大

约为0.066s,而线性Bayes估计用时较长,大约为

31.141s,这是因为线性Bayes估计在估计参数ρ时

采用的是Metropolis-Gibbs算法,涉及的运算量较大,

导致耗时较多.
线性 Bayes估 计 中 参 数ρ 的 估 计 用 到 了

Metropolis抽样,需要检测生成的MCMC链是否达

到了收敛.本文采用了MATLAB中的函数coda对

生成的MCMC链进行收敛诊断,包括自相关性检

验、MCMC收敛诊断[16]和χ2 收敛检验[17].参数ρ
的 MCMC收敛诊断结果见表2,可知关于ρ 的

MCMC链已经达到了收敛的状态.

表2 参数ρ的MCMC收敛诊断结果

Tab.2 MCMCconvergencediagnosticsforparameterρ

自相关性
Lag1
0.770

Lag5
0.309

Lag10
0.165

Lag50
-0.069

Raftery-Lewis检验

q=0.025 r=0.010 s=0.950

Thin Burn Total Nmin I-stat

1 32 8906 937 9.505

Geweke卡方检验

(样本的前20%v.s.后50%)

NSE估计 均值 N.S.E. 概率

i.i.d. 0.2911 0.0003 0.2159

4%taper 0.2912 0.0007 0.6015

8%taper 0.2912 0.0007 0.6268

15%taper 0.2911 0.0007 0.5954

4 结论

本文采用了线性Bayes估计对空间自回归模型

进行了研究,并在均方误差矩阵准则下证明了线性

Bayes估计相对于两步最小估计的优良性.该方法

丰富了空间自回归模型参数的估计的方法库,编译

的R程序 (可通过联系作者获取)也便于采用空间

自回归模型进行实证研究,这也将进一步促进该类

模型的推广运用.
通过模拟实验发现两种方法存在以下两个问
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题:第一,当模型中包含异常值或者误差项由t分布

或者柯西分布中抽取时,无论是两步最小二乘估计

方法还是线性Bayes估计,其结果并不是很理想,模
型参数的估计值与真实值存在较大的偏差.因此,可
以借鉴Lesage[2]对空间自回归模型中误差项的处

理方法,将误差项设置成为异方差形式,并给予相应

的先验分布,从而达到能够对包含异常值的数据进

行有效估计,这也是本文下一步的研究方向;第二,
本文采用线性Bayes估计进行模型参数的计算时,
求ρ所对应的I-ρW 的行列式值并取对数,那么当

|I-ρW|取到负值的时候,该项计算便不能进行,
而两步估计避免了计算|I-ρW|.因此,在邻接权

重矩阵W 取特殊值的情况下,选择两步法进行估计

成为现有唯一的选择,有必要针对这一状况进行进

一步的研究.
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