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非线性广义分数阶热波方程的渐近解
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摘要:研究了一类非线性广义热波方程.首先在简化的热波方程情形下求得解,其次用泛函分析同

伦映射方法,求出了广义非线性扰动热波方程初始-边值问题任意次的渐近解.并举例求得了其渐

近解以及解的精度.最后简述了它的物理意义.并说明了它是近似的解析解,弥补了单纯用数值方

法模拟解的不足.
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Abstract:Aclassofnonlineargeneralizedthermalwaveequationwasconsidered.Firstly,thesolutionto
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0 引言

当前,分数阶导数的微分方程理论和方法已为

研究非线性问题的一个热门课题,在弹性力学、流体

力学、量子力学等领域中都有应用.例如扩散问题中

多参数讨论的问题[1],双曲多涡卷吸引子问题[2],非
局部微分方程初值问题[3],锁相回路时滞分叉问

题[4],质量涨落谐振子的共振[5],混沌金融系统[6],



以及带有热流边界条件的传热模型,带有体积热源

的时间分数阶Cattaneo热波模型,固体表面的超短

激光脉冲加热模型,分数阶热流条件热波问题[7-8]等

都有广泛的应用.但是目前在这类问题的研究过程

中,一般采用的是数值模拟的方法,因而具有一定的

局限性.对于非线性问题的求解,近来已有很多改进

的近似解析方法[9-13].文献[14-22]利用一些渐近方

法讨论了一类热波、等离子体、大气物理等模型.本
文是用泛函分析同伦映射的解析理论和方法来讨论

一类具有分数阶导数的非线性扩散方程扰动热波模

型,得到了相关模型的近似解析解的表示式,弥补了

单纯用数值模拟方法得到数值解的不足.

1 广义Cattaneo热波模型

Cattaneo传热方程理论能量平衡问题满足如

下分数阶广义非线性扰动热波微分方程[7-8]:

κ∂
2w(t,x)
∂x2 =             

ρc(τ
∂α+1w(t,x)
∂tα+1 +τ∂

α+1w(t,x)
∂xα+1 +

∂w(t,x)
∂t

)+

F(t,x,w(t,x),wx(t,x)),
0<x<l,t>0,0<α≤1.

式中,w(t,x)=T(t,x)-T0,T 为介质的温度函

数,T0 为初始温度,F 为非线性传热扰动项,它是

关于其变量为充分光滑的函数,常数κ,ρ,c分别表

示介质的热波导热速率、密度和比热,x 为热松弛

位移,τ为热松弛时间,它近似为τ=α0/v20,而α0为

导热系数,v0为热波的传播速率,α为分数阶导数

的阶数,而∂
αw(t,x)
∂tα ,∂

αw(t,x)
∂xα 分别为

∂αw(t,x)
∂tα =

1
Γ(1-α)∫

t

0

w(x,s)
(t-s)αds

,

∂αw(t,x)
∂xα =

1
Γ(1-α)∫

x

0

w(s,t)
(x-s)αds.

  引入无量纲变量:

u*=
u
uτ
,q*=

q
qτ
,t*=

κt
L2ρc

,x*=
x
l
,D=(

κτ1
l2ρc

)
α
,

F(t*,x*,u*,u*
x**)≡F(t,x,u,ux).

式中,uτ,qτ 为参照温度和参照热流.为了书写简

便,上式中无量纲参量在下文的书写中省略“*”.我
们考虑如下无量纲广义非线性扰动热波方程初始-
边值问题:

∂2w(t,x)
∂x2 =D(∂

α+1w(t,x)
∂tα+1 +

∂α+1w(t,x)
∂xα+1

)+

∂w(t,x)
∂t +F(t,x,w(t,x),wx(t,x)),

0<x<l,t>0













(1)

w(t,0)-a∂w
(t,0)
∂x =g1(t) (2)

w(t,l)+a∂w
(t,l)
∂x =g2(t) (3)

w(0,x)=h(x) (4)
其中假设:

[H1]a≥0为常数,gi(t)(i=1,2)和h(x)为
充分光滑的函数.

[H2]满足相应初始-边值的衔接条件:h(0)-
ahx(0,0)=g1(0).

2 热波模型同伦映射解法

引入一个同伦映射H ∈[R2,[0,1]]:
H[w,p]=L[w]-L[v0]+     

p[L[v0]-D(∂
α+1w
∂tα+1 +

∂α+1w
∂xα+1

)-F(t,x,w,wx)]

(5)
式中,p∈[0,1]为人工参数,v0 为模型(1)~(4)
的初始近似函数,线性算子L[w]为

L[w]=
∂2w(t,x)
∂x2 -

∂w(t,x)
∂t .

  显然,由同伦映射(5)知,H(w,1)=0就是广

义非线性扰动热波方程(1),因此只需选择相同的初

始-边值条件(2)~(4),广义非线性扰动热波方程初

始-边值问题(1)~(4)的解就是H(wp)=0的解取

极限p→1的情形.
设

w(t,x)=∑
∞

i=0
wi(t,x)pi (6)

  将式(6)代入同伦映射(5),合并pi 的同次幂

项,并令各次幂的系数为零.取p0的系数为零,得
L[w0]=L[v0] (7)

  选取初始近似函数v0(t,x)为热波方程

∂2v0(t,x)
∂x2 -

∂v0(t,x)
∂t =0 (8)

满足条件式(2)~(4)的解.由式(7)和(8),得
w0(t,x)=v0(t,x) (9)

  将式(6)代入同伦映射(5),合并pi 的同次幂
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项.由p1的系数为零,得

L[w1]=D(
∂α+qw0

∂tα+1 +
∂α+qw0

∂xα+1
)+F(t,x,w0,w0x)

(10)
以及条件:

w1(t,0)+a
∂w1(t,0)
∂x =0 (11)

w1(t,l)-a
∂w1(t,l)
∂x =0 (12)

w1(0,x)=0 (13)

  不难求得问题(10)~(13)的解w1(t,x).再由关

系式(6)并取p=1,便得到广义非线性扰动热波方程

无量纲模型(1)~(4)的一次近似解析解W1(t,x):

W1(t,x)=w0(t,x)+w1(t,x).
  用同样的方法,将式(6)代入同伦映射(5),合并

pi(i=2,3,…)的同次幂项并令其系数为零,在零

初始-边界条件下,可依次得到 wi(t,x)(i=2,
3,…).

由关系式(6)并取p=1便可依次得到广义非

线性扰动热波方程无量纲模型(1)~(4)的任意m
次近似解析解Wm(t,x):

Wm(t,x)=∑
m

i=0
wi(t,x),

0≤x≤l,t≥0,i=1,2,… (14)

  由泛函分析不动点原理和逼近理论有[9-10]:
引理2.1 在假设[H1],[H2]下,由式(6)表示

的w(t,x),在关于p在[0,1]上是一致收敛的.
由引理2.1和同伦映射(5)及关系式(6),可以

得到如下定理:
定理2.1 在w(t,x)的关系式(6)中取p=1,

它就是广义非线性扰动热波方程无量纲模型(1)~
(4)的精确解 Wexa(t,x)∈C1+ε[0≤t≤t0]∪
C2[0≤x≤1].

3 举例

例3.1 为了简单起见,不妨设

κ=us=l=1,a=0,D=ε,α=
1
2
,

g1(t)=sint,g2(t)=cost,h(x)=exp(x),
而无量纲扰动项为F=εexp(-w2),其中ε为正的

小参数.这时由广义非线性扰动热波方程无量纲方

程初始-边值问题(1)~(4)为

∂2w(t,x)
∂x2 =ε(

∂3/2w(t,x)
∂t3/2 +

∂3/2w(t,x)
∂x3/2

)+

∂w(t,x)
∂t +εexp(-w2),

0<x<1,t>0













(15)

w1(t,0)=sint (16)
w(t,1)=cost (17)

w(0,x)=exp(x) (18)
  首先,选取问题(15)~(18)的初始近似v(t,x)
为如下问题的解:

∂2v(t,x)
∂x2 -

∂v(t,x)
∂t =0 (19)

v(t,0)=sint (20)
v(t,1)=cost (21)

v(0,x)=exp(x) (22)
  不难得到满足问题(19)~(22)的解v(t,x)为
v(t,x)=sint+x(sint-cost)+     

∫
t

0
[∑
∞

k=1
Ak(τ)exp(-k2π2(t-τ))dτ]sin(kπ)

(23)
式中,

Ak(τ)=2∫
1

0
[cosτ-(sinτ+cosτ)ξ]sin(kπξ)dξ.

  由同伦映射关系式(5).取初始近似函数w0(t,x)
为式(23)的v(t,x),即广义非线性扰动热波模型

(19)~(22)解的零次近似W0(x,t)为
W0(t,x)=sint+x(sint-cost)+     

2∑
∞

k=1
[∫
1

0
Ak(τ)exp(-k2π2(t-τ))dτsin(kπx)]

(24)
式中,

Ak(τ)=(1-(-1)k)cosτ+     
1
kπ
(coskπ-

1
kπsinkπ

)(sinτ+cosτ)(25)

  由问题(10)~(13),得到w1(t,x)满足的方程:
∂2w1(t,x)
∂x2 -

∂w1(t,x)
∂t =    

ε(
∂3/2w0

∂t3/2 +
∂3/2w0

∂x3/2 +exp(-w2
0)) (26)

方程(26)在零初始-边值条件下的解w1(t,x)为
w1(t,x)=                 

-2ε∑
∞

k=1
[∫

t

0
[Bk(τ)(exp(-k2π2(t-τ))dτsin(kπx)]

(27)
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式中,

Bk(τ)=∫
1

0
[∂
3/2w0(τ,ξ)
∂τ3/2 +

∂3/2w0(τ,ξ)
∂ξ3/2

+

exp(-w2
0(τ,ξ))]sin(kπξ)dξ (28)

  由式(24)和(27),得广义非线性扰动热波模型

(15)~(18)解的一次近似W1(x,t)=w0(x,t)+
w1(x,t)为

W1(t,x)=sint+x(sint-cost)+

2∑
∞

k=1
[∫
1

0
(Ak(τ)-εBk(τ))·

exp(-k2π2(t-τ))dτsin(kπx)] (29)
式中,Ak(τ),Bk(τ),k=1,2,…,由式(25)和(28)
分别表示.

还可利用泛函分析同伦映射(5),可得到广义非

线性扰动热波方程(15)初始-边值条件(16)~(18)
的更高次近似解Wm(t,x),m =2,3,…,而极限

函数

W(t,x)=lim
m→∞

Wm(t,x)

是广义非线性扰动热波方程初始-边值问题(15)~
(18)的精确解Wexa(t,x).

由奇摄动理论和同伦映射理论[9,10,23],有如下

定理:
定理3.1 广义非线性动热波方程初始边值问

题(15)~(18)的精确解 Wexa(t,x)与其近似解

Wm(t,x)的差具有的精度为

O(εm+1)=Wexa(t,x)-Wm(t,x),
m=1,2,…,0<ε≪1,

式中,m 为任意的正整数.

4 结论

本文应用泛函分析同伦映射方法,求出了一类

广义非线性扰动热波方程初始-边值问题的任意次

渐近解.
泛函分析同伦映射方法是一种非线性问题的近

似求解方法.由同伦映射方法得到的非线性扰动热

波方程初始-边值问题的渐近解Wm(t,x)是近似的

解析表示式,因此它还可以通过解析运算,如微分、
积分等解析运算等,继续对热波模型的物理量进行

解析运算得到相关的物理性态.例如,在本文研究的

参数估计问题中,通过求解问题获得的真实温度场

和随机误差合成仿真实验数据的介质内部温度的测

量值来继续研究:阶数α和热松弛时间τ的两参数

估计、对近似解析解Wm(t,x)进行两参数的仿真实

验而得到相应的目标函数的最优化的变化关系.这
样就为热波模型的参数估计提供了一种有效的方

法.再如,可改变非线性热波扰动方程相应的可变参

量以达到扰动热波问题的理想结果等等.
本文的泛函分析同伦映射方法,只要选择适当

的初始近似函数,就能以较快速度得到较高精度的

近似解析解.用同伦映射方法得到的非线性扰动热

波模型初始-边值问题的近似解,它不同于单纯用数

值模拟方法得到的模拟解,因此它还可通过解析近

似表示式,再利用解析运算工具,继续对非线性扰动

热波模型解进行更深入的探讨.
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