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摘要:针对特征属性为区间数、属性权重完全未知的多准则决策问题,基于概率优势关系理论,提
出一种新的决策方法.给出了区间数与优势关系的基本原理,定义了相对优势度,采用概率优势关

系表征区间数属性,通过构建评价矩阵,将决策方案排序问题转换为矩阵运算过程,实现了不同候

选方案的优劣排序.实例分析表明,该方法能够充分利用区间数信息,有效克服传统决策方法的局

限,具有排序客观合理,决策精度高等优点.
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Abstract:Tosolvetheproblemofuncertainmulti-criteriadecision-makinginwhichthecharacteristic
attributeisintervalnumberandtheattributeweightiscompletelyunknown,anewdecisionmethodwas
proposedbasedontheoriesofprobabilitysuperiorityrelationship.Thebasicprincipleforrelationship
betweenintervalnumberandsuperioritywasgiven,thedegreeofcomparativeadvantagewasdefined,and
theattributeofintervalnumber wasrepresentedbytheprobabilitysuperiorityrelationship.By
constructingevaluationmatrix,theproblemoforderingdecisionplanswasconvertedintoamatrix
operationprocess.Therankingofdifferentcandidateschemeshasbeenrealized.Ananalysisofthe
exampleshowsthatthemethodcanmakefulluseofintervalnumberinformation,overcomethelimitation
oftraditionaldecision-making methodseffectively,andhaveadvantagesofobjectiveandreasonable
orderingandhighdecisionprecision.
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0 引言

多准则决策是指决策者根据候选方案的特征

数据,对有限的候选决策方案进行分析评价、优劣

排序和择优的过程,该理论与方法已在企业生产、
工程技术、经济管理等领域得到广泛应用[1].由于

实际问题的复杂多变性、模糊性,在多准则决策过

程中,通常很难用确定数值来表述属性相关信息,
而往往用以区间数的形式描述问题,这也更符合

人们的思维习惯等.如何处理这种决策问题具有

重要的理论和实际应用价值.事实上,国内外学者

对于区间多准则决策问题已作了较多研究,取得

了丰富的成果[2-6,20-24].目前,区间决策方法的研究

主要分为三类,一类是将区间决策问题转化为对

确定实数值大小的比较,即从每个区间数归纳出

某个精确的实数,然后根据该实数大小对决策对

象进行排序[7-8],这类方法简单直观,但对某些相

同中值的区间数不能准确辨识,易导致区间数信

息丢失问题,影响决策结果可信度等.另一类是从

区间数模糊性出发,刻画一个能反映两个区间数

之间优先程度的量,再利用相应的信息集结方法

进行决策.如区间数可能度决策方法[9-11]、区间数

可信度决策方法[12]、区间数优势度决策方法[6,13]

等,这些决策方法较为客观合理,决策效果较好,
但是这些方法的计算复杂度较大,尤其对于区间

数较多的排序问题来说,这些方法大都不具备保

序性等,缺陷更加明显,因而实际应用范围有限.
第三类是在区间数属性集上建立某种特定关系,
基于此对决策对象排序,如区间粗糙集法[14,15]、分
层法[16]、线性规划法[17]、模糊VIKOR法[18]以及

误差分析法[19]等,这些方法都能较好利用区间数

信息,区分效率相对较高,但普遍存在计算过程较

复杂、计算量较大,最终影响决策质量等问题.
针对上述区间决策问题研究存在的不足,本

文借鉴区间数优势度与概率粗糙集的相关知识,
将区间数概率优势关系引入多准则决策问题中,
提出了一种基于区间数概率优势关系的多准则决

策方法.本文的创新之处在于:引入了区间数概率

优势度概念,采用概率优势关系表征区间数属性,
通过构建区间数评价矩阵,将决策方案优劣排序

问题转换为矩阵运算过程,实现了不同决策方案

排序择优.最后,通过实例验证了该方法的合理性

和有效性.

1 区间数与优势关系

1.1 区间数及其运算

定义1.1[16,19] 设R 为实数集,对于 ∀aL
i,

aU
i ∈RR,若满足ai=[aL

i,aU
i]={x|aL

i ≤x≤
aU

i,aL
i,aU

i ∈RR},则称ai 为区间数.特别地,若

aL
i =aU

i,则ai 成为一个点实数.
对于两个区间数ai=[aL

i,aU
i],aj=[aL

j,aU
j],

且k≥0,则有下列运算法则[1,7]:

(1)ai+aj=[aL
i +aL

j,aU
i +aU

j];

(2)ai-aj=[aL
i -aL

j,aU
i -aU

j];

(3)kai=[kaL
i,kaU

i],k≥0.特别地,若k=0,

则kai=0.
定义1.2[13] 设区间数ai =[aL

i,aU
i],对

∀λ∈[0,1],称mλ(ai)=(1-λ)aL
i +λaU

i,或

mλ(ai)=aL
i+λL(ai)为ai的λ分点,其中L(ai)=

aU
i -aL

i 表示ai 的长度.
1.2 区间数优势关系

在区间决策过程中,为了充分利用区间数信息,
有必要刻画一个区间数大于另一个区间数的优先程

度.为此,首先给出相对优势度的概念.
定义1.3[13] 设区间数ai =[aL

i,aU
i],aj =

[aL
j,aU

j],且L(ai)=aU
i -aL

i,L(aj)=aU
j-aL

j,有

P(ai≻aj)=

1
L(ai)

ln1+ea
U
i

1+ea
L
i
-

1
L(aj)

ln1+ea
U
j

1+ea
L
j
,

   L(ai)≠0,L(aj)≠0;

ea
U
i

1+ea
L
i
-

1
L(aj)

ln1+ea
U
j

1+ea
L
j
,

   L(ai)=0,L(aj)≠0;

1
L(ai)

ln1+ea
U
i

1+ea
L
i
-
ea

U
j

1+ea
L
j
,

   L(ai)≠0,L(aj)=0;

ea
L
i

1+ea
L
i
-
ea

L
j

1+ea
L
j
,

   L(ai)=0,L(aj)=0



























(1)

式中,P(ai≻aj)表示区间数ai≻aj 的相对优势

度.当ai 与aj 全为实数时,则表示两个确定实数的
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相对优势度.
定义1.3是基于区间数的长度定义了两个区间

数之间的相对优势,相对于文献[8]中基于区间数两

端点值定义区间数之间的相对优势,该定义能够准

确反映区间数的模糊性和不确定性,以及区间数相

互比较的优先关系,因而更适合于区间数的精确

比较.
根据上述定义可知,对于非空区间数集合I,

∀ai,aj∈I,区间数优势度P(ai≻aj)具有下列

性质和定理:

性质1.1 0≤P(ai≻aj)≤1.
性质1.2 P(ai≻aj)=P(ai≺aj)=0.5.
性质1.3 P(ai≻aj)+P(aj≺ai)=1.
性质1.4 P(ai≻aj)>0,当且仅当aL

i+aU
i

=aL
j +aU

j,aL
i ≠aL

j,L(ai)>L(aj)>0.
定义1.4 对于任意区间数ai,aj,如果ai≻

aj 的相对优势度P(ai≻aj)>0.5,则称ai 大于

aj,记为ai≻aj;如果P(ai≻aj)<0.5,则称ai
小于aj,记为ai≺aj;如果P(ai≻aj)=0.5,则

称ai 与aj 相等,记为ai=aj.
定理1.1 对于三个区间数ai,aj,ak,若

ai≻aj,aj≻ak,则ai≻ak 成立.
证明 若ai ≻aj,aj ≻ak 成立,则有0≤

P(ai≻aj)≤1,0≤P(aj ≻ak)≤1.根据定

义1.4可知

P(ai≻ak)=P(ai≻aj)P(aj≻ak)+

P(aj≻ai)P(ai≻ak)+

P(ai≻ak)P(ak≻aj).
  根据性质1.1和性质1.3可得

P(ai≻ak)≥
P(ai≻aj)P(aj≻ak)

1-P(aj≻ai)
≥

P(ai≻aj)P(aj≻ak)

P(ai≻aj)
≥P(aj≻ak).

因此有P(ai≻ak)>0.5,由定义1.4可得ai≻

ak 成立.
从定理1.1可以看出,区间数的相对优势关系是

可以传递的.此外,根据性质1.1~1.4,对于∀ai=
[aL

i,aU
i],P = (pij)m×m = (P(ai≻aj))m×m,设

P'=(p'ij)m×m,p'ij=
pij+1
2

,p'ij+p'ji=1,i,j=1,

2,…,m,则称P'为P 的模糊互补相对优势关系

矩阵.

2 区间数多准则决策方案排序方法

2.1 区间数多准则决策问题的描述

通常情况下,区间数多准则决策问题可用三元

组V=(U,A,W)进行描述.其中,U={x1,x2,…,
xm}为候选方案集,xi 表示第i个候选方案,A=
{a1,a2,…,an}为评价属性集,aj 表示第j个评价

属性.方案xi∈U 关于属性aj∈A 的评价值用aij

表示,这里aij 为一区间数,表示第i个候选方案关

于第j 个属性的评价值,即aij =[aL
ij,aU

ij],且

aL
ij≤aU

ij,(i,j=1,2,…,n),则候选方案的m×n
个评价值构成评价矩阵为R=(aij)m×n,称为方案

集关于属性集的评价矩阵.
R=(aij)m×n=               
[a11L,a11U] [a12L,a12U] … [a1nL,a1nU]
[a21L,a21U] [a22L,a22U] … [a2nL,a2nU]

︙ ︙ … ︙
[am1

L,am1
U] [am2

L,am2
U] … [amn

L,amn
U]





















(2)
式中,i=1,2,…,m,j=1,2,…,n,评价属性aj 的

综合权重值waj
,且∑

n

j=1
waj =1,waj ∈[0,1].

2.2 区间数评价矩阵无量纲处理

由于不同的评价属性具有不同的维度和单位,
为了消除不同的维度对决策结果的影响,在决策过

程中,有必要对评价矩阵R=(aij)m×n 进行无量纲

处理,分别按照如下方法转化为规范化矩阵 R'=
(rij)m×n,其中rij=[rL

ij,rU
ij].

对于效益型属性,按式(3)转化:

rij=[
aL

ij-aj*

a*
j -aj*

,a
U
ij-aj*

a*
j -aj*

] (3)

  对于成本型属性,按式(4)转化:

rij=[
a*

j -aU
ij

a*
j -aj*

,a
*
j -aL

ij

a*
j -aj*

] (4)

式中,a*
j =max

1≤i≤m
{aU

ij},aj* =min
1≤i≤m

{aL
ij},i,j=1,

2,…,n.
2.3 基于概率优势度的属性权重确定

关于属性权重确定已有较多方法,若从决策方

案优选角度分析,决策方案间的整体概率优势度越
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大,则对应属性赋予的权重越大.基于上述分析,本
节提出了一种基于概率优势度确定属性权重的

方法.
设规范化评价矩阵R'=(rij)m×n,rij 为规范化

区间数,则各属性间的概率优势度为

pef =p(ae≻af)=
1
m∑

m

i=1
p(riae ≥riaf)(5)

式中,pef 为属性ae≻af 的相对概率优势度,其中

e,f=1,2,…,n.
根据式(5)得出所有属性之间的概率优势度

pef,并构造概率优势关系矩阵Pn×n 为

Pn×n=(p(ae≻af))n×n (6)
  结合各属性间的概率优势度和概率优势关系矩

阵,可以得出决策方案集中属性ae 的整体概率优势

度wae
为

wae =
∑
n

e≠f
p(ae≻af)

∑
m

i=1
∑
n

e≠f
p(ae≻af)

(7)

式中,e,f=1,2,…,n.分析可知,式(7)为属性ae

的综合权重测度公式.
2.4 区间数决策优势关系矩阵和方案排序

根据综合权重向量waj
(j=1,2,…,n),构建属

性加权的规范化评价矩阵R(w)=waj ×(rij)m×n.
按式(8)计算候选方案xi 关于各属性的综合评价值

ri(w):

ri(w)=∑
n

j=1
rijwaj =[rL

i,rU
i],i=1,2,…,m

(8)
  区间数ri(w)不易对方案进行优劣比较,这里

采用下述方法处理:
首先,按式(9)计算区间数ri(w)(i=1,2,…,

m)两两比较的相对优势度.设rc(w)=[rc
L,rc

U],
rd(w)=[rL

d,rU
d]分别为方案xc,xd(c,d =1,

2,…,m)的综合评价值,则xc≻xd 的相对优势度

rcd 为

rcd =R(xc≻xd)=R(rc(w)≥rd(w))=

P(∑
n

j=1
rjxcwac ≥∑

n

j=1
rjxdwad

) (9)

式(9)为方案xc 优于xd 的概率测度值.
其次,构建相对优势关系矩阵Pm×m = (rcd)m×m.
再次,按式(10)将Pm×m=(rcd)m×m 转化为互补

相对优势关系矩阵P'm×m=(r'cd)m×m:

r'cd=
rcd +1
2

,c,d=1,2,…,m (10)

  最后,按式(11)计算候选方案x≻
c 在决策方案

集中的整体概率优势度:

x≻
c =

1
m-1∑

m

c≠d
p(xc≻xd),c,d=1,2,…,m

(11)
  根据每个候选方案的概率优势度值,进行优劣

排序,然后确定最优决策方案.
2.5 决策步骤

根据上述分析,基于概率优势关系的区间多准

则决策的具体步骤描述如下:
Step1根据初始评价信息,根据式(2)构建区间

数评价矩阵R=(aij)m×n ;
Step2按式(3)、(4)将R=(aij)m×n 转化为规

范化评价矩阵R'=(rij)m×n ;

Step3根据R'=(rij)m×n,按式(5)计算属性之

间的相对概率优势度pef ;
Step4按式(6)构建概率优势关系矩阵 Pn×n=

(p(ae≻af))n×n ;
Step5 按 式(7)计 算 属 性 综 合 权 重 向 量

waj
(j=1,2,…,n).
Step6按式(8)计算候选方案综合评价值

ri(w)(i=1,2,…,m);
Step7按式(9)计算每个候选方案之间的相对

优势度值rcd(c,d=1,2,…,m),并构建相对优势

关系矩阵Pm×m =(rcd)m×m ;
Step8按式(10)将相对优势关系矩阵 Pm×m =

(rcd)m×m 转换为模糊互补相对优势关系矩阵

P'm×m=(r'cd)m×m ;
Step9按式(11)计算候选方案x≻

c 的整体概率

优势度,并对候选方案排序择优.
上述步骤实际上给出了区间数多准则决策的具

体算法流程,即将区间数多准则决策问题转换为矩

阵的求解运算实现.

3 实例分析

为了说明基于概率优势关系的属性权重确定以

及决策方法,以某工程建设项目方案评估为例.该项

目有4个候选方案,用U={x1,x2,x3,x4}表示.该
项目主要从报价因素a1、工期因素a2、质量因素

a3、前期业绩因素a4 以及企业信誉度因素a5 五个

方面考虑,用A={a1,a2,a3,a4,a5}表示.其中,a1
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为成本型指标,其他4个a2、a3、a4、a5均为效益型

指标,专家具体评价数据如表1所示,试确定该项目

最优决策方案.
表1 某工程项目候选方案专家评价值

Tab.1 Expertevaluationofaprojectcandidatescheme

U a1 a2 a3 a4 a5

x1 [93,97] [63,86] [57,78] [42,57] [62,83]

x2 [75,79] [83,98] [62,85] [55,74] [71,92]

x3 [83,87] [84,99] [80,99] [44,59] [59,80]

x4 [90,94] [61,82] [69,94] [59,80] [80,98]

  Step1根据本文提出的方法以及候选方案评价

数据,构建区间数评价矩阵R4×5.
R4×5=                   
[93,97] [63,86] [57,78] [42,57] [62,83]
[75,79] [83,98] [62,85] [55,74] [71,92]
[83,87] [84,99] [80,99] [44,59] [59,80]
[90,94] [61,82] [69,94] [59,80] [80,98]





















.

  Step2对区间数评价矩阵R4×5无量纲处理.
按式(3)、(4)分别对a1,a2,a3,a4和a5无量纲

处理,将评价矩阵R4×5转化为规范化矩阵R'4×5,规
范化决策信息表如表2所示.

表2 规范化决策信息表

Tab.2 Normalizeddecisioninformationtable

U a1 a2 a3 a4 a5

x1 [0.0000,0.1818] [0.0526,0.6579] [0.0000,0.5000] [0.0000,0.3947] [0.0769,0.6514]

x2 [0.8182,1.0000] [0.5789,0.9737] [0.1190,0.6667] [0.3421,0.8421] [0.3077,0.8462]

x3 [0.4545,0.6364] [0.6035,1.0000] [0.5476,1.0000] [0.0526,0.4474] [0.0000,0.5385]

x4 [0.1364,0.3182] [0.0000,0.5526] [0.2857,0.8810] [0.4474,1.0000] [0.5385,1.0000]

  Step3确定属性综合权重.
按式(5)计算规范化矩阵R'4×5中每个评价属性

间的相对优势度值,例如:

p12=p(a1≻a2)=
1
4∑

4

i=1
p(ria1 ≥ria2

)=

1
4
[p(r1a1 ≥r1a2)+p(r2a1 ≥r2a2)+

p(r3a1 ≥r3a2)+p(r4a1 ≥r4a2)]=
1
4
[-0.0644+0.0285-0.057-0.0114]=

-0.0261.
同理可得p13 =-0.0144,p14 =-0.0003,p15=
-0.0114.

根据每个评价属性间的相对优势度值pef,获

得概率优势关系矩阵P5×5为

P5×5=p(ae≥af)5×5=          
0.5 0.9739 0.9856 0.9997 0.9886
0.0261 0.5 0.0118 0.0258 0.0139
0.0144 0.9882 0.5 0.0141 0.0022
0.0003 0.9742 0.9859 0.5 0.9881
0.0114 0.9861 0.9978 0.0119 0.5























.

  根据式(7)得到属性的综合权重值waj
(j=1,

2,…,5):
wa1=0.3948,wa2=0.0078,wa3=0.1019,

wa4=0.2948,wa5=0.2007.
  Step4决策方案优势关系矩阵及排序.

首先,针对各属性waj
和矩阵R'=(rij)4×5,构

建 考 虑 属 性 权 重 的 评 价 矩 阵 R (w)=

waj×(r

ij)4×5:

R4×5=

[0.0000,0.0718] [0.0004,0.0051] [0.0000,0.0510] [0.0000,0.1164] [0.0154,0.1235]
[0.3230,0.3948] [0.0045,0.0076] [0.0121,0.0679] [0.1009,0.2483] [0.0618,0.1698]
[0.1794,0.2513] [0.0035,0.0050] [0.0558,0.1019] [0.0155,0.1319] [0.0000,0.1081]
[0.0539,0.1256] [0.0011,0.0025] [0.0291,0.0898] [0.1319,0.2948] [0.1081,0.2007]





















.

  按式(8)计算每个候选方案的综合评价值

ri(w)=∑
5

j=1
riajwaj

(i=1,2,…,4):

r1(w)=[0.0158,0.3684],
r2(w)=[0.5099,0.8505],
r3(w)=[0.2531,0.6009],
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r4(w)=[0.3229,0.7152].
  其次,按式(9)计算每个候选方案间的相对优势

值rcd(c,d=1,2,…,4),构建相对优势关系矩阵

P4×4=(rcd)4×4:

P4×4=

0 -0.1147 -0.0572 -0.0778
0.1147 0 0.0575 0.0369
0.0572 -0.0575 0 -0.0206
0.0778 -0.0369 0.0206 0





















.

  再次,按式(10)将P4×4=(rcd)4×4 转换为模糊

互补相对优势关系矩阵P'4×4=(r'cd)4×4:

P'4×4=

0.5000 0.4427 0.4714 0.4611
0.5573 0.5000 0.5288 0.5185
0.5286 0.4712 0.5000 0.4897
0.5389 0.4815 0.5103 0.5000





















.

  最后,按式(11)计算候选方案在方案集中的整

体概率优势度x≻
j =

1
4-1∑

4

j≠k
p(xj≻xk):

x≻
1 =

1
3
{p(x1≻x2)+p(x1≻x3)+

p(x1≻x4)}=0.4584,

x≻
2 =

1
3
{p(x2≻x1)+p(x2≻x3)+

p(x2≻x4)}=0.5349,

x≻
3 =

1
3
{p(x3≻x1)+p(x3≻x2)+

p(x3≻x4)}=0.4965,

x≻
4 =

1
3
{p(x4≻x1)+p(x4≻x3)+

p(x4≻x3)}=0.5102.
  由此得到四个方案排序为x2 ≻

0.5185
x4 ≻

0.5103

x3 ≻
0.5286

x1,故x2为最优决策方案.
为了验证基于概率优势关系的多准则决策方法

的合理性和有效性,现将本文方法与文献[1]中应用

最广的离差最大化决策方法进行性能比较,结果如

表3所示.
利用文献[1]中的离差最大赋权算法,可得属性

综合权重为wa'1=0.3482,wa'2=0.1119,wa'3 =
0.1352,wa'4=0.2465,wa'5=0.1582,根据多准则决

策问题中离差最大化算法的具体步骤,得到每个候

选方案优劣排序为x2≻x3≻x4≻x1.从表3可

以看出,采用文献[1]中的离差最大化算法求得的属

性综合权重排序为wa'1>wa'4>wa'5>wa'3>wa'2
,

而本文提出的基于概率优势关系的属性综合权重排

表3 两种方法关于属性综合权重及方案优劣排序结果比较

Tab.3 Attributecomprehensiveweightandscheme
rankingresultcomparisonofthetwomethods

方法 属性综合权重 方案优劣排序

文献[1]
方法

(0.3482,0.1119,0.1352,

0.2465,0.1582)
x2≻x3≻
x4≻x1

本文

方法

(0.3948,0.0078,0.1019,

0.2948,0.2007)
x2≻x4≻
x3≻x1

序为wa1>wa4>wa5>wa3>wa2.比较发现,两
种算法赋予的属性综合权重略有不同,但属性权重

排序一致.
从决策方案的排序情况看,该方法的决策排序

结果与文献[1]中最大离差算法的最优决策方案一

致,但是两种方案的排序结果略有差异,造成这种差

异的主要原因是利用离差最大表示区间数会导致决

策信息部分丢失.基于概率优势关系的决策方法,计
算过程相对较复杂、计算量也较大,但是该算法考虑

了属性值本身及不同候选方案属性值之间的联系,
并且可以得到每个候选方案之间的整体概率优势度

具体值,能更准确地区分不同候选方案优劣,因而决

策方案排序更加符合实际决策环境,决策结果更为

合理和具有说服力,较好地解决了属性权重未知的

一类区间决策问题;而文献[1]中离差最大化算法不

能准确描述每个候选方案之间的相对优势度值.
综上所述,本文提出的决策方法更加客观科学

合理,具有较强的实际意义,从而验证了本文所提方

法的合理性和有效性.

4 结论

针对属性值为区间数且权重未知的决策问题,
本文提出了一种基于概率优势关系的多准则决策方

法.该方法引入区间数相对优势度概念,利用概率优

势度确定属性权重,基于相对优势关系矩阵,得到候

选方案的整体概率优势度,进而实现方案的优劣排

序.最后,以工程项目决策方案确定为例分析,表明

所提出的决策方法能够有效利用区间数信息,具有

排序客观合理、决策可靠性高等优点.
本文方法针对的是决策者给出的特征属性为区

间数型的情形,而在实际决策问题中,会有一些其他

形式,如语言变量型、确定数值和区间数混合型等.
如何解决这些类型的多准则决策问题,将是下一步

研究的重点.
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