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基于精细大偏差下D族随机变量的随机和及其最大值的封闭性
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摘要:令X={X1,X2,…}是一列独立但不同分布的随机变量序列,η 是另一整数值计数随机变

量,且独立于X .研究了随机和Sη=∑
η

k=1
Xk 和随机和的最大值S(η)=max{S0,…,Sη}.假设对任

意的k≥1,Xk 为D族随机变量,利用D族随机变量精细大偏差的结果,在一些条件下,证明了Sη

和S(η)仍属于D族.这拓展了前人研究的相关结果.
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0 引言

令X={X1,X2,…}是一列独立的随机变量序

列,分布函数分别为{F1,F2,…}.η是另一整数值

计数随机变量,非退化到0,独立于X .定义S0=0,

Sn=∑
n

k=1
Xk,S(n)=max{S0,S1,…,Sn},n≥1.再

定义随机和

Sη=∑
η

k=1
Xk,

以及随机和的最大值

S(η)=max{S0,S1,…,Sη},
记Sn,S(n),Sη,S(η)的分布函数分别为FSn

,FS(n)
,

FSη
,FS(η)

,易得

FSη
(x)=∑

∞

n=0
P(Sn >x)P(η=n),

FS(η)
(x)=∑

∞

n=0
P(S(n)>x)P(η=n),

其中,对于任意的分布函数F,它的尾记为F(x)=
1-F(x).

本文主要研究Sη 和S(η)关于某重尾分布族的

封闭性问题,即假设Xk,k≥1,属于某重尾分布

族,在何种条件下,仍有Sη 以及S(η)属于同一的重

尾分布族.按照文献[1]中的说法,此即研究随机变

量的随机卷积以及随机卷积最大值的封闭性问题,
简称随机-最大(random-max)闭性质.经典的研究

参见文献[2-3],最近的研究可参见文献[1,4-
11]等.

需要指出的是,文献[1,4]给出了如下的随机卷

积和随机卷积最大值关于D族封闭性结论.
定理0.1 令X={X1,X2,…}是一列独立实

值的随机变量序列,分布函数分别为{F1,F2,…}.
η是另一整数值计数随机变量独立于X .如果

(a)存在H∈supp(η):={n∈NN0:PP(η=n)
>0}使得FH∈D;

(b)limsup
x→∞

sup
n≥H

1
n∑

n

k=1

Fk(x)
FH(x)

<∞;

  (c)存在p>J+
F+

H
,使得Eηp+1<∞;

则FSη
,FS(η)

都属于D族,其中J+
FH

为分布函数Fk

的上M指数(具体见下文定义1.2).
显然,定理0.1是判断分布函数FSη

以及FS(η)

是否属于D族的非常重要的工具,但其中条件(c)要
求计数随机变量η具有相对高阶的矩.如果η是轻

尾随机变量,则条件(c)显然满足;但如果η 是重尾

的,甚至有时η 的数学期望都不存在,则此时定理

0.1失效.
受此启发,本文将继续研究Sη 以及S(η)关于D

族的封闭性问题,利用D族随机变量精细大偏差的

结果,在一些条件下,证明Sη 和S(η)仍属于D族.同
时,该结果还放宽了定理0.1中(c)关于η的矩条件

要求,是对文献[1,4]中相关结果的重要补充.

1 定义及引理

在下文中,除非另有说明,所有的极限关系都是

x→∞.对于两个正值函数f(·)和g(·),有

a=liminf
f(x)
g(x)≤limsup

f(x)
g(x)=b

,

若a=b=1,记作f(x)~g(x);若b=0,记作

f(x)=o(g(x));若0<a≤b<∞,记作f(x)
g(x);若b≤1,记作f(x)≲g(x);若a≥1,

记为f(x)≳g(x).对于任意随机变量Y,记Y+=
max{Y,0},Y-=max{-Y,0}.IA 表示事件A 的示

性函数.对任意的两实数c 和d,记c ∨d =
max(c,d),c∧d=min(c,d).

定义1.1[12] 取值于RR的随机变量Y(或其分

布函数V)属于D族,记作Y∈D(或V∈D),如果

存在(或等价于对任意的)0<y<1,有

limsup
x→∞

V(xy)
V(x)

<∞.

  定义1.2 对于分布函数V,定义

J+
V =inf-

lnV*(y)
lny

:y>1  ,
其中,

V*(y)=liminf
x→∞

V(xy)
V(x)

,

采用文献[13]中的说法,J+
V 称为分布函数V 的上

M指数(upperMatuszewskaindex).
定义1.3[14] 对于任意的重尾分布V,定义

ρV(y)=liminf
x→∞

V(x+y)
V(x)

,y≥0,

以及

LV =lim
y↓1
liminf

x→∞

V(xy)
V(x)

.

  注1.1 由文献[12]可知V∈D⇔LV >0.
为了给出下文需要用到的引理,首先给出几个

基本假设.
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令X={X1,X2,…}是一列独立实值的随机变

量序列,分布函数分别为{F1,F2,…},Fi∈D,i≥
1,且存在某分布函数F∈D,期望EX=μ<∞,
使得

假设1.1 存在T >0,使得对所有的x≥T
一致地有

lim
n→∞

1
n∑

n

i=1

Fi(x)
F(x)

=1,

lim
n→∞

1
n∑

n

i=1

Fi(-x)
F(-x)=1.

  假设1.2 对任意的ε>0,存在与i无关的常

数ω0=ω0(ε)>1和x0=x0(ε)>1,使得对所有的

1≤ω≤ω0和x≥x0,有

Fi(ωx)
Fi(x)

≥LFi -ε.

  假设 1.3 对任意的i ≥1,Fi(-x)=

o(Fi(x)),且

0<R:=inf
i≥1
liminf

x→∞

Fi(x)
F(x)

≤

sup
i≥1
limsup

x→∞

Fi(x)
F(x)

=:S<∞.

  引理1.1 在假设1.1和1.2条件下,如果

EXi:=μi<∞,i≥1,F(-x)=o(F(x)),且存在

r>1,使得E(X-
i)r<∞ ,i≥1,E(X-)r<∞,

则对任意的γ>0,当n→ ∞ 时,对x≥γn一致

地有

∑
n

i=1
NFi,μiLFiFi(x)≲P Sn-∑

n

i=1
μi>x  ≲

∑
n

i=1
MFi,μiL-1

FiFi(x) (1)

式中,NFi,μi
:=I{μi=0} +ρFi

(|μi |)I{μi≠0}
,

M Fi,μi
:=I{μi≥0}+ρ-2

Fi
(|μi|)I{μi<0}.

证明 若μi=0,i≥1,引理1.1即为文献[15,
定理2.1]的结论.下面只证存在某i≥1,使得μi≠

0的情形.为此,定义新的随机变量序列 Xi
􀮨=Xi-

μi,则EXi
􀮨 =0,i≥1.易见 Xi

􀮨 的分布函数为

Fi(x+μi),记作Gi(x).
当μi>0时,利用文献[15]的结论,可得

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)≳∑

n

i=1
LGiGi(x)≥

∑
n

i=1
LFiFi(x+μi)≳∑

n

i=1
LFiρFi

(|μi|)Fi(x),

其中,第二步利用了文献[14,引理3].
另一方面,同理有

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)≲∑

n

i=1
L-1

GiGi(x)≤

∑
n

i=1
L-1

FiFi(x+μi)≤∑
n

i=1
L-1

FiFi(x).

综合可得式(1).
而当μi<0时,类似的有

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)≳∑

n

i=1
LGiGi(x)≥

∑
n

i=1
ρFi
(-μi)LFiFi(x+μi)≥

∑
n

i=1
LFiρFi

(|μi|)Fi(x).

另一方面,

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)≲∑

n

i=1
L-1

GiGi(x)≤

∑
n

i=1
L-1

Fiρ-1
Fi
(-μi)Fi(x+μi)≲

∑
n

i=1
L-1

Fiρ-2
Fi
(|μi|)Fi(x).

结合可得式(1),证毕.
引理1.2 在假设1.3下,对于所有的n,当

x→∞时,有

L∑
n

i=1
Fi(x)≲P(Sn >x)≤

P(S(n)>x)≲L-1∑
n

i=1
Fi(x) (2)

式中,L=∧
i≥1

LFi .
证明 在文献[16,定理1]中取θi≡1,i≥1,

即得引理1.2.

2 主要结论及其证明

定理2.1 X={X1,X2,…}是一列独立实值

的随机变量序列,分布函数分别为 {F1,F2,…},
EXi=μi<∞.η是另一整数值计数随机变量独立

于X ,如果假设1.1~1.3成立,同时存在r>1,使
得E(X-

i)r<∞,i≥1,E(X-)r<∞,且存在H≥
1,使得P(η=H)>0,P(η>x)=o(FH(x)),则
FSη ∈D.

定理2.2 在定理2.1的条件下,进一步还有

当n→ ∞ 时,P(η>n)=o min
1≤k≤n

P(η=k)  ,则

FS(η)∈D.
定理2.1的证明 由引理1.1可知对任意的
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ε>0和γ>0,存在充分大的N1=N1(ε,γ),使
得对所有的n>N1,

1-ε≤inf
x
2≥γn

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>

x
2
)

∑
n

i=1
NFi,μiLFiFi(

x
2
)
≤

sup
x
2≥γn

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>

x
2
)

∑
n

i=1
MFi,μiL-1

FiFi(
x
2
)
≤1+ε (3)

由x
2≥γn可知x≥γn,则对所有的n>N1,

1-ε≤inf
x≥γn

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)

∑
n

i=1
NFi,μiLFiFi(x)

≤

sup
x≥γn

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)

∑
n

i=1
MFi,μiL-1

FiFi(x)
≤1+ε (4)

  任取充分大的K1,使得K1>N1,则对任意的

n>K1,式(3)和(4)同时成立.对充分大的x,有

FSη
(x)=               

∑
1≤n≤K1

+ ∑
K1<n≤x/γ

+∑
n>x/γ

  P(Sn >x)P(η=n)=:

p1(x)+p2(x)+p3(x).
易见,

FSη
(x
2
)

FSη
(x)

≤maxp1(
x
2
)

p1(x)
,
p2(

x
2
)

p2(x)  +
p3(

x
2
)

FSη
(x)

(5)
  由引理1.2以及Fi∈D知,

limsup
x→∞

p1(
x
2
)

p1(x)=            

limsup
x→∞

∑
1≤n≤K1

P(Sn >
x
2
)P(η=n)

∑
1≤n≤K1

P(Sn >x)P(η=n)
≤

limsup
x→∞

∑
1≤n≤K1

L-1∑
n

i=1
Fi(

x
2
)P(η=n)

∑
1≤n≤K1

L∑
n

i=1
Fi(x)P(η=n)

≤

L-2 ∨
K1

n=1
∨
n

i=1
·limsup

x→∞

Fi(
x
2
)

Fi(x)
<∞ (6)

  由文献[15,引理2.1]知,|μi|≤|μ|,则可得

Fi(x+|μi|)≥Fi(x+|μ|).于是,对NFi,μi
有

ρFi
(|μi|)=liminf

x→∞

Fi(x+|μi|)

Fi(x)
≥

liminf
x→∞

Fi(x+|μ|)

Fi(x)
,

由假设1.3可知,对充分大的x 有,RF(x)≤
Fi(x)≤SF(x),则

ρFi
(|μi|)≥liminf

x→∞

RF(x+|μ|)
SF(x)

=
R
S
·ρF(|μ|),

故

NFi,μi ≥ρFi
(|μi|)≥

R
S
·ρF(|μ|) (7)

同理,对于MFi,μi
可得

MFi,μi ≤ρ-2
Fi
(|μi|)≤

R
S  

-2
·ρF

-2(|μ|)

(8)
  再由式(2)和(3),对充分大的x,有

limsup
x→∞

p2(
x
2
)

p2(x)=limsupx→∞

∑
K1<n≤

x
2γ

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>

x
2
)P(η=n)

∑
K1<n≤

x
γ

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)P(η=n)

≤

1+ε
1-εlimsupx→∞

∑
K1<n≤

x
2γ

∑
n

i=1
Fi(

x
2
)L-1

FiMFi,μiP(η=n)

∑
K1<n≤

x
γ

∑
n

i=1
Fi(x)LFiNFi,μiP(η=n)

≤
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1+ε
1-εlimsupx→∞

∑
K1<n≤

x
2γ

nF(x2
)L-1 R

S  
-2

ρ-2
F (|μ|)P(η=n)

∑
K1<n≤xγ

nF(x)L R
S  ρF(|μ|)P(η=n)

≤

1+ε
1-εL

-2· S
R  

3
·ρ-3

F (|μ|)·limsup
x→∞

F(x2
)

F(x)
<∞ (9)

式中,第三步将式(7),(8)代入即得.
最后,对于足够大的x,由引理1.2得,

limsup
x→∞

p3(
x
2
)

FSη
(x)

≤       

limsup
x→∞

P(η>x/(2γ))
P(SH>x)P(η=H)≤

limsup
x→∞

P(η>x/(2γ))

P(η=H)L∑
H

j=1
Fj(x)

≤

1
P(η=H)L

·P
(η>x/(2γ))
FH(x/(2γ))

·

limsup
x→∞

FH(x/(2γ))
FH(x)

=0 (10)

其中用到 P(η =H)>0,L >0,P(η >x)=
o(Fk(x))以及 FH(x)∈D.将(6),(9)和(10)代
回(5)即得FSη ∈D,证毕.

定理2.2的证明 类似于定理2.1的证明,显
然式(3)和(4)仍然成立.对充分大的x,
FS(η)

(x)=                 

∑
1≤n≤K1

+ ∑
K1<n≤x/γ

+∑
n>x/γ

  P(S(n)>x)P(η=n)=:

r1(x)+r2(x)+r3(x).
  对r2(x)交换求和顺序,

r2(x)≤ ∑
K1<n≤x/γ

∑
n

k=1
P(Sk>x)P(η=n)=

P K1<η≤
x
γ  ∑1≤k≤K1P(Sk>x)+

∑
K1<k≤x/γ

P(Sk>x)P K1≤η≤
x
γ  ≤

P(η>K1)∑
1≤k≤K1

P(Sk>x)+

∑
K1<k≤x/γ

P(Sk>x)P K1≤η≤
x
γ  =:

r21(x)+r22(x) (11)
  另一方面,有

FS(η)
(x)≥ ∑

1≤n≤K1
P(S(n)>x)P(η=n)+

∑
K1<n≤x/γ

P(Sn >x)P(η=n)=:r1(x)+r2
︿(x).

易见,

FS(η)
(x
2
)

FS(η)
(x)

≤max
r1(

x
2
)

r1(x)
,
r22(

x
2
)

r2
︿(x)  +

r21(
x
2
)

FS(η)
(x)

+
r3(

x
2
)

FS(η)
(x)

(12)

由引理1.2以及Fi∈D知,

limsup
x→∞

r1(
x
2
)

r1(x)≤

limsup
x→∞

∑
1≤n≤K1

L-1∑
n

i=1
Fi(

x
2
)P(η=n)

∑
1≤n≤K1

L∑
n

i=1
Fi(x)P(η=n)

≤

L-2 ∨
K1

n=1
∨
n

i=1
limsup

x→∞

Fi(
x
2
)

Fi(x)
<∞ (13)

类似于式(9),对充分大的x,有

limsup
x→∞

r22(
x
2
)

r2
︿(x)

=limsup
x→∞

∑
K1<n≤x/(2γ)

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>

x
2
)Pn≤η≤

x
(2γ)  

∑
K1<n≤x/γ

P(∑
n

i=1
(Xi-μi)>x)P(η=n)

≤
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1+ε
1-ε

·limsup
x→∞

∑
K1<n≤x/(2γ)

∑
n

i=1
Fi(

x
2
)L-1

FiMFi,μiPn≤η≤
x
2γ  

∑
K1<n≤x/γ

∑
n

i=1
Fi(x)LFiNFi,μiP(η=n)

≤

1+ε
1-ε

·limsup
x→∞

∑
K1<n≤x/(2γ)

nF(x2
)L-1 R

S  
-2

ρ-2
F (|μ|)Pn≤η≤

x
2γ  

∑
K1<n≤x/γ

nF(x)L R
S  ρF(|μ|)P(η=n)

≤

1+ε
1-ε

·L-2· S
R  

3
·ρ-3

F (|μ|)·sup
n>K1

P(η≥n)
P(η=n)

·limsup
x→∞

F(x2
)

F(x)
,

令K1↑∞,以及由

P(η>n)=o min
1≤k≤n

P(η=k)  

可得

1≤lim
K1→∞
sup
n>K1

P(η≥n)
P(η=n)=limn→∞

P(η≥n)
P(η=n)≤

1+lim
n→∞

P(η>n)
min
1≤k≤n

P(η=k)=1
,

则,

limsup
x→∞

r22(
x
2
)

r2
︿(x)

≤

1+ε
1-ε

·L-2· S
R  

3
·ρ-3

F (|μ|)·

limsup
x→∞

F(x2
)

F(x)
<∞ (14)

  结合式(5)和
P(η>n)=o min

1≤k≤n
P(η=k)  

可得

limsup
x→∞

r21(
x
2
)

FS(η)
(x)

≤

P(η>K1)limsup
x→∞

∑
1<n≤K1

P(Sn >
x
2
)

∑
1<n≤K1

P(Sn >x)P(η=n)
≤

P(η>K1)
min
1≤n≤K1

P(η=n)
· max
1<n≤K1limsupx→∞

FSn
(x
2
)

FSn
(x)  =

P(η>K1)
min

1≤n≤K1
P(η=n)=0

(15)

  最后,对于足够大的x,由引理1.2得

limsup
x→∞

r3(
x
2
)

FS(η)
(x)

≤

limsup
x→∞

P(η>x/(2γ))

P(η=H)L∑
n

i=1
FH(x)

≤

1
P(η=H)L

·P
(η>x/(2γ))
FH(x/(2γ))

·

limsup
x→∞

FH(x/(2γ))
FH(x)

=0 (16)

其中用到 P(η =H)>0,L >0,P(η >x)=
o(Fk(x))以及 FH(x)∈D.将(13)~(16)代回

(12),即得 FS(η)∈D,证毕.
本文最后给出一个应用定理2.1的实例.设

X1,X2,… 为一列独立同分布非负的Pareto型分

布,其尾分布为

FX1
(x)=I(-∞,0)(x)+

1
(x+1)2

I[0,∞)(x);

设随机变量η服从参数为4的zeta分布,且与X1,
X2,…独立,即

P(η=n)=
1

ζ(4)
· 1
(1+n)4

,n=0,1,…,

其中ζ为黎曼zeta函数.易算得,FX1 ∈D,J+
FX1

=
2,Eη3=∞.因此,此时定理0.1不能使用.但由于

X1,X2,…独立同分布,非负,EX1 < ∞,则定理

2.1中假设1.1~1.3均成立,且

lim
x→∞

P(η>x)
FX1
(x)

=lim
x→∞
(x+1)2∑

n>x

1
ζ(4)

· 1
(1+n)4≤

lim
x→∞

(x+1)2

ζ(4)∫
∞

|x|+1

1
t4dt=

lim
x→∞

(x+1)2

3ζ(4) x +1  3=0
,
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其中,x 表示实数x 的取整.此表明,定理2.1的

条件全部满足,从而有Sη=∑
η

k=1
Xk∈D.
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