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基于辅助信息的混合线性矩阵补全模型
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(南京师范大学计算机科学与技术学院,江苏南京210046)

摘要:矩阵补全技术在近年来已经在诸多领域得到了应用,为此提出一种将双线性关系与单边线

性关系混合的矩阵补全模型,同时关注行信息与列信息之间的相关性和他们各自的特点,使得混合

线性模型能够尽可能地逼近原始观测矩阵.此外还证明了使用ADMM算法求解的收敛性,并通过

拟合数据和真实数据两组实验证明了同其他使用辅助信息的补全模型相比,该方法获得补全结果

在RMSE评价标准下的误差相对降低了25%以上.
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Abstract:Thematrixcompletiontechnologyhasbeenappliedinmanyfieldsinrecentyears.Amatrix
completionmodelthatmixesbilinearandunilaterallinearrelationshipisproposed,consideringthe
correlationbetweenrowinformationandcolumninformationandtheirrespectivecharacteristics,sothat
themixedlinearmodelcanapproximatetheoriginalmatrixentries.TheconvergenceofusingtheADMM
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0 引言

矩阵补全近年来已经成为计算机视觉计算机视

觉[1]、推荐系统[2-3]、信号处理[4-5]、社交网络分析[6]

等诸多应用领域的一项重要研究内容,经典的低秩

矩阵补全模型为经典的基于核范数[7]和矩阵分解[8]



的矩阵补全模型,其中标准的矩阵补全问题描述为:
假设未知矩阵M ∈Rm×n 是低秩的,其观测到的样

本元素的集合为{Mi,j:(i,j)∈Ω},则标准的矩阵

补全问题描述如下[9]:
lim

X∈Rm×n
rank(X)s.t.PΩ(M)=PΩ(X) (1)

式中,Ω ⊆[m]×[n]([m]= 1,2,…,m  ,[n]=
1,2,…,n  )是采样观察到的元素的索引集合,
PΩ(·)是正交投影算子,当(i,j)∈Ω 时,Mi,j 为观

测数据,即

PΩ(Mi,j)=
Mi,j,if(i,j)∈Ω
0,otherwise .

  最近一个新的可行的研究方向是基于边缘辅助

信息的矩阵补全方法,例如在著名的Netflix问题

中,除了给定的用户评分信息之外,还会有给定的用

户信息和关于电影的一些特征信息,若能够利用这

些额外的信息,将这些信息加入矩阵补全问题,那么

将可能会得到更好的预测效果与推荐效果.
一些研究已经开始探索将辅助信息融入矩阵补

全的问题中并且用实验证明了辅助信息在一些特定

的应用领域里对最后的预测结果是确实有效

的[10-11].为了预测用户-电影的评分矩阵中确实的评

分,就可以根据已知的用户描述和电影描述信息,将
其加入基于内容的推荐系统,改善其预测效果.例
如,儿童或者年轻人可能对卡通漫画更高的选择倾

向,那么用户的年龄信息可能就会与卡通类型的影

片具有相互作用,当用户评分稀疏时,辅助信息就能

为补全提供帮助.研究证明[12-13],假如有了非常适

合的特征辅助信息,那么在一定条件下可以通过解

决嵌入特征的方式来降低样本的复杂度,从而对矩

阵补全提供有益的帮助.由于该模型对特征条件的

适合性的严格要求在多数场景下无法达到标准,因
此一个通用的更适合多数场合下的模型显得更加

重要.
本文研究了如何通过辅助信息来进行矩阵补全

问题,主要贡献有:提出了一种双线性与单边线性关

系融合的方式,不仅考虑到用户与电影之间的相互

关系,也探讨了在用户本身的特征信息和电影本身

所具有的信息会对评分有怎样的影响.实验结果证

明,在考虑了双线性与单边线性关系之后,基于辅助

信息的矩阵补全具有更好的补全效果.

1 相关工作

基于压缩感知[14-15]发展的矩阵补全理论已经

广泛应用于许多机器学习任务中,如视频去噪[16]、
图像恢复[17-18]、数据聚类[19-20]、网络服务属性监

测[21]等,并取得了一些成果.Candes等[22]为矩阵补

全提供了重要理论依据,其证明了在O(nlogn)个

观测值的情况,且样本是均匀随机采样的条件下,矩
阵是能够被准确恢复的.最近一些研究已经开始考

虑将辅助信息加入矩阵补全的问题中,这些研究证

明这些辅助特征信息在某些应用[12,23]和冷启动[13]

问题中确实起到了一些作用,然而这些研究大多集

中在非凸的矩阵分解模型,且没有理论保证.基于凸

优化的核范数正则化模型近年来也有提出[24],并为

基于辅助信息的矩阵补全提供了理论依据,这些模

型都建立在双线性模型 XTGY 上,且约束关系为

RΩ(XTGY)=RΩ(M),其中X 和Y 分别表示待补

全(评分)矩阵的行记录(如用户)和列记录(如电影)
的特征信息.这种双线性关系模型的参数矩阵G 或

者要求是低秩的[25]或者要求其核范数 ‖G‖* 最

小[26].在这种模型中恢复一个较小规模的G 要比直

接恢复矩阵M 要简单得多.在强假设完美的辅助信

息时,即X 和Y 都是正交矩阵,且分别在矩阵M 的

列与行的隐空间内,本文提出的方法能够在大幅度

减少样本复杂度的情况下准确恢复矩阵M.又因为

在实际过程中辅助特征信息X 与Y 并不是那么完

美,最近一系列研究[27-28]提出了使用残差矩阵N 来

解决辅助信息带有噪声的问题.该方法构建了

XTGY+N 来逼近M,并同时要求G 和N 是低秩

的或有一个较小的核范数.该方法用 ‖N‖* 来刻

画辅助信息对矩阵恢复的有效程度,同时证明了在

X 和Y 包含了整个M 的隐空间时恢复矩阵所需的

样本复杂度为O(N),在包含部分隐空间时所需的

样本复杂度为O(logN).
本文提出了一个新的基于辅助信息的模型

XTGY 来逼近M.其中G 可以是稀疏的但并不需

要是低秩的,G 的第(i,j)项决定了用户的第i项特

征与产品第j项特征间的相互关系.M 的低秩性通

常用来表述用户在面临相类似的物品是近似的偏好

选择的程度.假如有近似XTGY=M,则有rank(M)
≤rank(G),因此G 的低秩性成为M 的低秩性的充

分条件.之前的研究都强调了矩阵G 的低秩条件,
然而对M 并没有低秩性的要求,那么在本文中,当
给定的辅助信息 X ∈Rd1×n ,Y ∈Rd2×n ,其中

d1,d2≪N 时,对矩阵G 的低秩要求就会变得过

强.本文用一个低秩的矩阵E 来直接近似矩阵M,
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同时用G 的稀疏正则化在估计E.

2 基于辅助信息的混合线性矩阵补全

为了利用X 和Y 来补全矩阵M,我们考虑利

用双线性与单边线性混合的方式来建立一个预测模

型,以通过观测到的数据预测缺失的信息.建立一个

线性关系:对于用户i 对物品j 的评分,假设为

Mi,j=xTHy+xTu+yTv+g,x是用户的特征

向量,y是物品的特征向量,u,v,g 为模型参数.其
中,xTHy假设用户的某些特征是与物品的某些特

征相关联的,例如用户与电影的关系,性别为男性,
年龄为青年期的用户可能对电影标签为科幻、动作

的物品是有较大相关性的;而年轻女性对与标签为感

情、剧情的电影会有更多的偏好倾向.xTu+yTv+g
的意义为用户本身的某些特征与物品本身的某些特

征对于评分的影响,例如年龄较小的用户可能会给

出更高的分数,推理悬疑类电影的受众面较小,一般

评分会较低等,假设

x=[x1],y=[y1],

G=
H u
vT g  ∈R(len(X)+1)×(len(Y)+1).

式中,len(*)表 示 参 数 的 维 数,那 么 相 对 于

DirtyIMC,可以有以下模型:

min
M ∑(i,j)∈Ωl

((XGYT)I,J,Ri,j)+λG‖G‖* (2)

  为了不损失原观测矩阵的信息,将模型改为

min
M,E

l(G)+λE‖E‖*

s.t.XTGY=E,RΩ(E)=RΩ(M) (3)

式中,E 是观测矩阵M 的补全结果,X,Y是X 和Y
的增广矩阵,l(G)和‖E‖* 分别用来量化估计G
的稀疏性和E 的低秩性.因为辅助信息有可能是含

有噪声的,也有可能并非所有的辅助特征信息都对

补全是有效的,因此G 的稀疏性是非常有必要的,
使用l(G)=‖G‖1,另外对E 的低秩性也有要求,
因为其实矩阵M 的补全结果.参数λE 用来平衡两

部分的权重.
假设忽略迭代计算带来的损失,并且为了便利,

将增广辅助特征信息标记为X,Y,并假设噪声为高

斯噪声,我们放宽约束 XTGY =E,转为约束

‖XTGY-E‖2F 最小,则可以将原问题转化为下面

的凸优化问题:

min
M,E

1
2‖X

TGY-E‖2F +

λG‖G‖1+λE‖E‖*

s.t.RΩ(E)=RΩ(M) (4)
  相对于已有的模型,本文提出的方法有以下几

点不同:已有的模型都通过寻找一个相关矩阵H 使

得当‖H‖* 最小时有 RΩ(XTGY)=RΩ(M),本
文将其双线性的关系扩展为含有单边线性的模型,
同时考虑了线性关系与二次关系,并且可以选择约

束G 稀疏性的范数.已有方法会通过选择约束G 的

秩来保证E(或M)的低秩,但当G 的秩被错误估计

时,E 的低秩性就无法得到保证.除了G 的低秩性,
X 或Y 的低秩也能够使得E 保持低秩.另一方面,
当λG 足够大的时候,原问题就会因为G 会迭代到

零矩阵而退化成一个标准的不含辅助信息的矩阵补

全问题,这说明在没有或者较少辅助信息时,本文模

型也是适用的.
为了使得变量可分离,并且能够使用ADMM

算法,假 设 C=E-XTGY,则 原 问 题 对 应 的

Lagrangian函数为

L(C,E,G,M1,M2,β)=         
1
2‖C‖

2
F +λE‖E‖1+λG‖G‖*+

<M1,RΩ(E-M)>+
<M2,E-XTGY-C>+
β
2‖RΩ(E-M)‖2F +

β
2‖E-XTGY-C‖2F.

式中,M1,M2为拉格朗日参数,β>0为参数系数.
当给定第k次迭代后的Gk,Ek,Ck,Mk

1,Mk
2 时,则

对于每个变量的迭代问题求解分别如下:
Ck+1=argmin

C
L(Ek,Gk,Mk

2,C,βk)=

βk

βk+1
(Ek-XTGkY+

Mk
2

βk ) (5)

Gk+1=argmin
G

L(Ek,G,Mk
2,Ck+1,βk)=

reshape(max(|gk-
fk

τA
‖-

λG

τAβk,0)sgn(gk-
fk

τA
)) (6)

式中,fk=yTxT(yTxTgk+ck+ek-
mk
2

βk
),

e=vec(E),g=vec(G),m=vec(M),c=vec(C),
resahpe(s)表示把一个向量s∈Rab 转换成一个矩

阵S∈Ra×b,与操作符vec(S)互为逆运算.AB
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表示矩阵A 和B 的Kronecker內积.
Ek+1=argmin

E
L(E,Gk+1,Mk

1,Mk
2,   

Ck+1,βk)=SVT(Ek-
pk+qk

2τΒ
,λE

2τΒβk) (7)

式 中,pk =RΩ(Ek - M +
Mk
1

βk ),qk =Ek -

XTGk+1Y-Ck+
Mk
2

βk ,SVT(A,B)操作算子为奇

异值阈值操作[7],表示对矩阵A 的奇异值对角矩阵

进行max(σi-t,0)选择操作,σi 表示A 矩阵奇异

值分解后的第i个奇异值.
Mk+1
1 =Mk

1+βk(RΩ(Ek+1-M))    (8)
Mk+1
2 =               
Mk
2+βk(Ek+1-xTGk+1Y-Ck+1) (9)

  算法2.1 mixedlinearmatrixcompletion
输入:X,Y,RΩ(M),参数λG,λE,τA,τΒ,ρ,βmax
输出:C,G,E
  初始化G0,E0,C0,M01,M02,k=0
  循环:用式(5)更新Ck+1

  用式(6)更新Gk+1

  用式(7)更新Ek+1

  用式(8)更新Mk+11

  用式(9)更新Mk+11

   βk+1=min(βmax,ρβk)

    K=k+1;直到收敛

  返回C,G,E
在初始化的过程中,M0

1,M0
2 使用标准高斯分

布生成的随机序列,G0,E0 分别使用SVT方法和

RΩ(E0)=RΩ(M)得到.
同时我们给出以下结论,以保证算法的性能,使

得算法能够快速收敛.
若给定 βk 是非递减的并且具有上界,τA >

‖A‖2,τΒ>‖Β‖2,那么通过算法2.1得到的序

列 (Gk,Ek,Ck,Mk)  可以快速收敛到式(4)的全

局最优解.
综上,本文提出的算法可有效地解决问题.首先

在经 典 的 分 块 坐 标 下 降 方 法[29](block-wise
coordinatedescend,BCD)中,算法的收敛性必须由

优化问题的严格凸来保证,并且要求每次迭代中交

替优化的子问题具有唯一的最优解,在实践中通常

是一个非常强的约束条件,而本文提出的非严格的

凸优化问题上,可以通过收敛性来保证最后的解是

全局最优的解.其次,在子问题中,L1范数和核范数

是非光滑的函数,通常的优化方法很难适用求解得

到最优解,本文提出的线性化求解算法能够为每个

子问题提供解决方法,并能够提高迭代效率.

3 实验及结果分析

本文采用拟合的模拟数据、现实存在的真实数

据Movielens[30]以及NCI-DREAM 数据集进行实

验,采用对比的是使用了辅助信息的3种算法模型:
MAXIDE[26],IMC[25],DirtyIMC[27].在实验设计时

论文重点展示在实践中算法的有效性,所有的性能

通过计算均方误差RMSE=
‖Rφ(XTMY-R)‖22
‖Rφ(R)‖22

来衡量,其中 Rφ(A)是矩阵A 中缺失的元素.对拟

合数据和真实数据,本文随机将观测矩阵M 中的元

素按百分比做丢失处理,通过在相同的指定数据集

中选取随机10%的记录进行交叉验证,然后将各模

型算法应用到改指定的数据集中,得到各算法的平均

RMSE值,同时调整超参λ分别为10-3,10-2,…,
104,在重复上述过程4次后取平均值,获得对算法

最有利的参数值.对于算法IMC和DirtyIMC,本文

选取G 的秩从rank=1到rank=15变化,对缺失元

素占数据总数的百分比,通过比较上述的算法最后

的RMSE获得.
3.1 人造数据

对人造数据,本文设计了X 和Y 分别是满秩的

与非满秩的两种实验.在实验的开始,我们随机初始

化X 和Y.为了使得模拟效果更符合能想到的实际

效果,辅助特征信息都是尽可能合成的,X 和Y 中

每个特征都是根据高斯分布、泊松分布、伽马分布中

随机选择生成的,稀疏矩阵G 的元素是通过高斯分

布N(0,100)生成,且缺失元素的位置通过随机挑

选来决定.同时使得观测矩阵 M =XTGY+N ,其
中N 表示噪声,每个 Ni,j 的值从标准正态分布分

布中产生.对于元素缺失比例,我们设计其从10%
递增到80%,每次递增10%.

为了同其他3种方法进行比较时,分别在不同

的3种设置下进行了实验,分别标记为模拟实验1,
2,3.在拟合实验1中,X 和Y 的维数分别为15×50
和20×140,并且两个矩阵都是满秩的.与之相对

的,拟合实验2,3采用的X 与Y 的数据都是非满秩

的,并且在拟合实验2中 X 与Y 的维数分别为

16×50和21×140,实验3中X 与Y 的维数分别为

20×50和25×140,且在实验2和3中,X 的前15
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个、Y 的前20个特征信息都是随机建立的,其余的

记录都是根据前面的记录线性组合得到的.对于3
组实验,我们进行了实验并记录了各方法得到平均

RMSE,结果如图1所示.

图1 模拟实验1
Fig.1 Simulationexperiment1

从图1可以看出,本文提出的方法比其他3种

方法都要有效,并且当数据缺失比例上升时,本文提

出方法的RMSE增长的也比其他方法要缓慢.随后

我们研究了针对不同的方法,最适合的G 和E 秩数

量,发现对于本文方法、MAXIDE、IMC、DirtyIMC,
G 的秩分别为15、8、1、1,E 的秩分别为15、15、1、2
时,对应的算法能够获得最佳的效果.这些结果表

明,当对G 有较强的低秩要求时,算法的性能可能

会因此受到影响.另外,本文研究了恢复后的G 矩

阵与原观测矩阵之间的对比差异,在使用实验1
的设置,信息缺失率为10%的情况下,我们分别绘

制了各算法经过补全后的G 与原观测矩阵G 作对

比,图2中深色的部分表示数值的绝对值较大.从
图2可以看出,论文方法经过补全的得到的矩阵

最接近原观测矩阵,其他方法只能得到近似的

结果.

图2 几种方法得到的G
Fig.2 MatrixGobtainedbymethods

3.2 真实数据

3.2.1 Movielens
本节采用现实世界真实存在的数据,我们使用

了MovieLens这一数据库.该数据库可从(https://

grouplens.org/datasets/movielens/)下载获得,本
次试验中的数据包含了100000条用户评分,每条

评分记录为整数1到5,一共包括了943个用户和1
682部电影的信息;并且每一部电影都有20条特征

信息如类别或是发行时间,每个用户都包含了24条

特征信息包括年龄性别职业等.
实验分别按信息缺失率为20%、30%、40%、

50%的情况进行,各算法得到的RMSE如表1所

示,结果显示本文方法的结果比其他几种方法都有

效.图3展示了是现实中G 矩阵的一些有规律的数

据,例如用户在某些数据上表现出相似性,男性在动

作、科幻、恐怖、战争类型的电影上会有更高的相关

性,但儿童的偏好较低;退休人员会在假期休闲类型

的电影上有着较高的相关度等.
表1 在MovieLens上的实验结果

Tab.1 ExperimentalresultsonMovieLens

RMSE
缺失率

20% 30% 40% 50%

Proposed 0.276 0.279 0.284 0.292

MAXIDE 0.424 0.425 0.419 0.421

IMC 0.934 0.943 0.945 0.959

DirtyIMC 0.705 0.738 0.775 0.814

图3 通过MovieLens数据集得到的G矩阵

Fig.3 MartrixGobtainedonMovieLens

3.2.2 NCI-DREAM
NCI-DREAM提供了46种乳腺癌细胞系对26

种药物的反应和所有细胞系的18633种基因的表

达数据.对于每种药物,有14个特征描述了它们的

化学和物理特性,如分子量,XlogP3和氢键供体计
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数,该数据可从网络获得(http://pubchem.ncbi.
nlm.nih.gov/).

对于细胞系特征,我们用主成分分析(PCA)选
取前45个主成分.实验对4种方法比较,分别使用

了不同的信息缺失率,如表2所示.
表2 在NCI-DREAM上的实验结果

Tab.2 ExperimentalresultsonNCI-DREAM

RMSE
缺失率

20% 30% 40% 50%

Proposed 0.201 0.219 0.225 0.240

MAXIDE 0.268 0.240 0.255 0.288

IMC 0.437 0.489 0.557 0.637

DirtyIMC 0.432 0.475 0.551 0.632

  表2再次证明了在相同的条件下,本文方法具

有一定的优越性,随后我们研究了针对不同的方法,
最适合的G 和E 的秩的数量,发现对于论文方法、
MAXIDE、IMC、DirtyIMC,G 的秩分别为15、15、1、
1,E 的秩分别为2、15、1、2时,对应的算法能够获得

最佳的效果.这表明在该数据集上一个低秩的E 和

高秩的G 会有较好的性能.换句话说,低秩的G 会

使得使得恢复E 时的性能降低.
同时实验也绘制了该实验数据的G 矩阵图.如

图4所示,列向量表示细胞系的特征,行向量表示药

物特征,相关特征可在附录里查看.根据图4可以得

到:XlogP (F2)、HBD(F3)、HBA (F4)和

RotatableBondnumber(F5)在药物敏感性测试中

起到重要作用.

图4 通过NCI-DREAM数据集得到的G矩阵

Fig.4 MatrixGobtainedonNCI-DREAM

4 结论

本文提出了一类基于辅助信息的矩阵补全模

型,该模型利用双线性关系与单边线性相结合的方

式,利用行记录与列记录的辅助特征信息进行预测

并补全观测矩阵中缺失的记录.该方法首先使用了

线性模型的预测能力和具有相互关系下的双线性模

型的预测能力,使得算法具有更好的效果.然后理论

证明分析了该算法的收敛性,区别于经典的BCD算

法解决矩阵补全问题,说明了使用算法2.1的解是

全局最优解.最后通过实验证明了该方法在拟合数

据和真实数据上的表现优于其他3种已知的同样利

用辅助信息的方法.
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