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ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｗｅａｋｌｙ　ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒｓ．Ｉｎ　Ｓｅｃｔｉｏｎ
２，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｓｏｍｅ　ｂｏｕｎｄｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｒａｔｉｏ，

ｔｈｅ　ｅｎｔｒｉｅｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｓｉｇｎｌｅｓｓ　Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｔｅｎｓｏｒｓ　ｆｏｒ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｕｎｉｆｏｒｍ
ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈｓ．

１　Ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ　ｏｆ　ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ
ｗｅａｋｌｙ　ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒｓ
Ｆｏｒ　ａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｔｅｎｓｏｒ　Ｔ＝ （ｔｉ１…ｉ　ｍ）∈ＲＲ［ｍ，ｎ］，ｌｅｔ

ｒｉ（Ｔ）＝ ∑
ｎ

ｉ２，…，ｉ　ｍ＝１
ｔｉｉ２…ｉ　ｍ，

ｒ′ｉ（Ｔ）＝ ∑（ｉ２，…，ｉ　ｍ）≠（ｉ，…，ｉ）
ｔｉｉ２…ｉ　ｍ，

Ｒ′（Ｔ）＝ｍａｘ
ｉ
ｒ′ｉ（Ｔ），ｒ′（Ｔ）＝ｍｉｎ

ｉ
ｒ′ｉ（Ｔ）．

　　Ｉｎ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｔｈｅ　ｌｏｗｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｗｅａｋｌｙ　ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ
ｔｅｎｓｏｒ　ｉｓ　ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１　 Ｆｏｒ　ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｗｅａｋｌｙ
ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒ　Ｔ＝（ｔｉ１…ｉ　ｍ）∈ＲＲ［ｍ，ｎ］，ｌｅｔγａｎｄ　ｙ
＝ｙ１，…，ｙｎ（ ）Ｔ　ｂｅ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｒａｔｉｏ　ａｎｄ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　Ｔ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｌｅｔ　ｒｉ′（Ｔ）＝Ｒ′（Ｔ），ｒ′
ｊ（Ｔ）＝ｒ′（Ｔ），ｆｏｒ　ｉ，ｊ∈ ［ｎ］．Ｔｈｅｎ

γ≥ ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）（ ）
１

２（ｍ－１）

（１）

　　Ｐｒｏｏｆ　Ｂｙ　Ｔ　ｙｍ－１＝ρ（Ｔ）ｙ
［ｍ－１］，ｗｅ　ｈａｖｅ

ρ（Ｔ）ｙ
ｍ－１
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ２，…，ｉ　ｍ＝１
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｉ２ｙｉ３…ｙｉ　ｍ，

ｔｈｅｎ

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｙｍ－１ｉ ＝　　　　　　　　　　

∑（ｉ２，…，ｉ　ｍ）≠（ｉ，…，ｉ）
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｉ２ｙｉ３…ｙｉ　ｍ ≥

∑（ｉ２，…，ｉ　ｍ）≠（ｉ，…，ｉ）
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｍ－１ｍｉｎ ＝Ｒ′（Ｔ）ｙｍ－１ｍｉｎ ，
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ｉ．ｅ．
（ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ）ｙ

ｍ－１
ｉ ≥Ｒ′（Ｔ）ｙｍ－１ｍｉｎ （２）

　　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ

ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）ｙｍ－１ｊ ≤ｒ′（Ｔ）ｙｍ－１ｍａｘ （３）

　　Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（２）ａｎｄ（３）ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｇｉｖｅｓ

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｙｍ－１ｉ ·ｒ′（Ｔ）ｙｍ－１ｍａｘ ≥

ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）ｙｍ－１ｊ ·Ｒ′（Ｔ）ｙｍ－１ｍｉｎ ，

ｙｍａｘ

ｙｍｉｎ
（ ）ｍ－１· ｙｉｙｊ（ ）ｍ－１ ≥ ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）
，

γ２（ｍ－１）＝
ｙｍａｘ

ｙｍｉｎ
（ ）２（ｍ－１）≥

ｙｍａｘ

ｙｍｉｎ
（ ）ｍ－１· ｙｉｙｊ（ ）ｍ－１ ≥
ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）
（４）

ｗｈｉｃｈ　ｉｍｐｌｉｅｓ　ｔｈａｔ

γ≥ ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）（ ）
１

２（ｍ－１）

．

　　Ｒｅｍａｒｋ　１．１　Ｉｆ　ｗｅ　ｔａｋｅ　Ｔ＝ ＡＧｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１，

ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｓ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ　Ｒｅｆ．［４，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．１］．
Ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｔｈｅ　ｌｏｗｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ

ｒａｔｉｏγｏｆ　Ｔ，ｗｅ　ｃａｎ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２　 Ｆｏｒ　ａ　ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｗｅａｋｌｙ

ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒ　Ｔ＝ （ｔｉ１…ｉ　ｍ）∈ ＲＲ［ｍ，ｎ］ｗｉｔｈ　ｔｈｅ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｙ＝ ｙ１，…，ｙｎ（ ）Ｔ ，ｌｅｔ

ｒｉ′（Ｔ）＝Ｒ′（Ｔ），ｒ′ｊ（Ｔ）＝ｒ′（Ｔ），

ｆｏｒ　ｉ，ｊ∈ ［ｎ］．Ｔｈｅｎ

①ｙｍａｘ≥ ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）（ ）
ｍ

２（ｍ－１）

＋ｎ－１（ ）－
１
ｍ
；

②ｙｍｉｎ≤ ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）（ ）
ｍ

２（ｍ－１）

＋ｎ－１（ ）－
１
ｍ

．

Ｐｒｏｏｆ　①Ｌｅｔγｂｅ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　Ｔ．Ｂｙ
Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１，ｉｔ　ｅａｓｙ　ｔｏ　ｓｅｅ

１＝∑
ｎ

ｌ＝１
ｙｍｌ ≤ ｎ－１（ ）ｙｍｍａｘ＋ｙｍｍｉｎ＝

ｙｍｍａｘ（ｎ－１＋γ－ｍ）≤

ｙｍｍａｘｎ－１＋ ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）（ ）
ｍ

２（ｍ－１）（ ），
ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ

ｙｍａｘ≥ ρ（Ｔ）－ｔｉ…ｉ（ ）ｒ′（Ｔ）

ρ（Ｔ）－ｔｊ…ｊ（ ）Ｒ′（Ｔ）（ ）
ｍ

２（ｍ－１）

＋ｎ－１（ ）－
１
ｍ

．

　　②Ｓｉｍｉｌａｒ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｎ①，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔ
②ｈｏｌｄｓ．

Ｒｅｍａｒｋ　１．２　Ｉｆ　ｗｅ　ｔａｋｅ　Ｔ＝ ＡＧｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２，

ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｗａｓ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ　Ｒｅｆ．［４，Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．２］．
Ｎｅｘｔ，ｗｅ　ｐｒｅｓｅｎｔ　ａｎｏｔｈｅｒ　ｌｏｗｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｆｏｒ

ｙｍａｘｉｎ　ｔｅｒｍｓ　ｏｆρ（Ｔ）ａｎｄ　ｒｉ（Ｔ）ｏｆ　Ｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．３　Ｌｅｔ　Ｔ∈ＲＲ［ｍ，ｎ］ｂｅ　ａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ

ｗｅａｋｌｙ　ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒ，ａｎｄ　ｙ＝ｙ１，…，ｙｎ（ ）Ｔｂｅ
ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　Ｔ．Ｔｈｅｎ

ｙｍａｘ≥ ρ（Ｔ）
１
ｍ－１

（∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｉ（Ｔ）

ｍ
ｍ－１）

１
ｍ

．

Ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ｒ１（Ｔ）＝…＝ｒｎ（Ｔ）．
Ｐｒｏｏｆ　Ｂｙ　Ｔｙｍ－１ ＝ρ（Ｔ）ｙ

［ｍ－１］，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｉ ∈
［ｎ］，ｗｅ　ｈａｖｅ

ρ（Ｔ）ｙ
ｍ－１
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ２，…，ｉ　ｍ＝１
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｉ２ｙｉ３…ｙｉ　ｍ ≤

∑
ｎ

ｉ２，…，ｉ　ｍ＝１
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｍ－１ｍａｘ ＝ｒｉ（Ｔ）ｙｍ－１ｍａｘ．

Ｓｏ　ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

ρ（Ｔ）
ｍ
ｍ－１ｙｍｉ ≤ｒｉ（Ｔ）

ｍ
ｍ－１ｙｍｍａｘ，

ρ（Ｔ）
ｍ
ｍ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｍｉ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
ｒｉ（Ｔ）

ｍ
ｍ－１ｙｍｍａｘ．

　　Ｓｉｎｃｅ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｍｉ ＝１，ｗｅ　ｈａｖｅ

ｙｍｍａｘ≥ ρ（Ｔ）
ｍ
ｍ－１

∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｉ（Ｔ）

ｍ
ｍ－１

，

ｉ．ｅ．

ｙｍａｘ≥ ρ（Ｔ）
１
ｍ－１

∑
ｎ

ｉ＝１
ｒｉ（Ｔ）

ｍ
ｍ－１（ ）

１
ｍ

．

Ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ

ρ（Ｔ）ｙ
ｍ－１
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｉ２，…，ｉ　ｍ＝１
ｔｉｉ２…ｉ　ｍｙｍ－１ｍａｘ，

ｗｈｉｃｈ　ｉｍｐｌｉｅｓ　ｔｈａｔ　ｙｉ２＝ｙｉ３＝…＝ｙｉ　ｍ ＝ｙｍａｘ ，ｆｏｒ
ａｌｌ　ｉ ∈ ［ｎ］，ｉｆ　ｔｉｉ２ｉ３…ｉ　ｍ ≠ ０．Ｓｉｎｃｅ　Ｔ　ｉｓ　ｗｅａｋｌｙ
ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ，ｗｅ　ｈａｖｅ　ｙ１＝ｙ２＝…＝ｙｎ＝ｙｍａｘ ，ｉ．ｅ．
ｒ１（Ｔ）＝…＝ｒｎ（Ｔ）．

２　Ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｉｇｎｌｅｓｓ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｔｅｎｓｏｒｓ
Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａｎ　ｒ－ｕｎｉｆｏｒｍ　ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈ，ｆｏｒ　ｕ，ｖ∈

Ｖ（Ｇ），ａｗａｌｋ　ｆｒｏｍｕｔｏ　ｖｉｎ　Ｇｉｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｔｏ　ｂｅ　ａ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ　ａｎｄ　ｅｄｇｅｓ　ｖ０，ｅ１，ｖ１，…，ｖｐ－１，
ｅｐ，ｖｐｗｉｔｈ　ｖ０ ＝ｕ　ａｎｄ　ｖｐ ＝ｖ　ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｅｄｇｅ　ｅｉ
ｃｏｎｔａｉｎｓ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ　ｖｉ－１ａｎｄ　ｖｉ ，ｖｉ－１≠ｖｉｆｏｒ　ｉ∈［ｐ］．
Ａ　ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈ　ｉｓ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｉｆ　ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ａ ｗａｌｋ
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ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ　ｅｖｅｒｙ　ｐａｉｒ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ．Ｉｆ　Ｇｉｓ
ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ，ｔｈｅｎ　ＱＧ ｉｓ　ａ　ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ　ｗｅａｋｌｙ
ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ　ｔｅｎｓｏｒ［７］．Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｕｓｅγＱａｎｄ
ｘ＝ ｘ１，…，ｘｎ（ ）Ｔｔｏ　ｄｅｎｏｔｅ　ｔｈｅ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｒａｔｉｏ　ａｎｄ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　ＱＧ ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｉｆ　ｗｅ　ｔａｋｅ　Ｔ＝ＱＧｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．１，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．１　Ｌｅｔ　Ｇｂｅ　ａ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｒ－ｕｎｉｆｏｒｍ
ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｄｅｇｒｅｅΔａｎｄ　ｍｉｎｉｍｕｍ
ｄｅｇｒｅｅδ．Ｔｈｅｎ

γＱ ≥
（μ（Ｇ）－δ）Δ
（μ（Ｇ）－Δ）δ（ ）

１
２（ｒ－１）

．

　　Ｒｅｍａｒｋ　２．１　Ｓｉｎｃｅμ（Ｇ）≤２Δ，ｗｅ　ｈａｖｅ
（μ（Ｇ）－δ）Δ
（μ（Ｇ）－Δ）δ

＝Δδ
１＋ Δ－δ
μ（Ｇ）－Δ（ ）≥

Δ
δ
１＋Δ－δΔ（ ）＝２Δδ －１ （５）

ｉ．ｅ．

γＱ ≥
（μ（Ｇ）－δ）Δ
（μ（Ｇ）－Δ）δ（ ）

１
２（ｒ－１）

≥
２Δ
δ －１（ ）

１
２（ｒ－１）

（６）

Ｗｈｅｎ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｎ（５）ｈｏｌｄｓ，ｗｅ　ｈａｖｅμ（Ｇ）＝２Δ．
Ｂｙ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｎ　Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２ａｎｄ（６），ｗｅ　ｃａｎ

ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｂｏｕｎｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｍａｘｉｍｕｍ　ａｎｄ　ｍｉｎｉｍｕｍ
ｅｎｔｒｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｉｇｎｌｅｓｓ　Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　Ｇ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ　２．２　Ｆｏｒ　ａ　ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｒ－ｕｎｉｆｏｒｍ
ｈｙｐｅｒｇｒａｐｈ　Ｇｏｎｎｖｅｒｔｉｃｅｓ，ｌｅｔ　ｘ＝ｘ１，…，ｘｎ（ ）Ｔｂｅ
ｔｈｅ　ｓｉｇｎｌｅｓｓ　Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ
Ｇ ．Ｔｈｅｎ

①ｘｍａｘ≥
δ

２Δ－δ（ ）
ｒ

２（ｒ－１）

＋ｎ－１（ ）－
１
ｒ
；

②ｘｍｉｎ≤
２Δ
δ －１（ ）

ｒ
２（ｒ－１）

＋ｎ－１（ ）－
１
ｒ

．
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ｅ∈Ｅｉ（Ｇ）

ｘｅ（ ）－∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｊｘｒｊ＋ ∑
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