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开放量子体系的级联运动方程理论方法进展

严以京

（中国科学技术大学合肥微尺度物质科学国家实验室（筹），安徽合肥２３００２６）

摘要：级联运动方程组方法已成为研究量子开放体系性质和动力学的重要方法．本文介绍了该方法

的建立与发展，阐述了其在基础理论、数值算法、实际应用等方面的最新进展．级联运动方程具有理

论严格性、数值高效性、应用灵活性．它以非微扰的方式揭示了多体相互作用、体系－环境耦合、非马

尔可夫记忆效应等的综合影响．最近研究还证明了级联运动方程是描述体系－环境关联动力学的理

论．本文继而讨论了级联方程组理论方法在生物体系的光激发能量传递和强关联电子体系中的量

子输运等方面的应用．
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０　引言

环境耗散作用的影响在实际物理或化学体系的

研究中是不可避免的问题．我们的理论研究关心的

是微观量子体系在周围量子环境影响下的动力学行

为，在许多领域中都扮演着重要的角色．由于环境包

含巨大数量的自由度，环境对体系的影响可以用量

子统计动力学的方法来描述．量子耗散理论的关键

量是体系约化密度算符，定义为ρ≡ｔｒｅｎｖρｔｏｔ，也就是

对全空间的总密度算符ρｔｏｔ在环境子空间上求迹．受
到环境耦合的影响，体系不仅会发生能量耗散和量

子相干性的退化，还能和环境之间交换粒子以及信

息等等．某些环境甚至能协助体系实现特定的量子

功能．例如最近在实验上发现的光合系统天线复合

物中的激发能传递过程，在室温下仍然表现出长时

间的量子相干特性．光合系统中的色素－蛋白复合物

具有纳米结构，色素分子和蛋白质之间的耦合强度

与色素分子间的转移耦合强度相同量级，并且蛋白

质环境的记忆时间尺度与能量传递的时间尺度可以

相比拟．这样的体系不能用传统上微扰的、马尔可夫

近似水平的理论去描述．上述的结构与动力学特征

在纳米体系中是普遍存在的．体系与环境之间的量

子信息交换在研究纳米体系的功能和机制上是一个

不可忽视的因素．对于这类问题的研究，非微扰和非

马尔可夫方法是必需的．另外，纳米电子器件在远离

平衡态下的量子输运过程也是一个在应用上非常重

要的课题．在真实条件下，电子－电子相互作用、周围

环境以及测量本身的作用，都起着显著的作用．大多

数有关量子输运的理论工作，着重于基于稳态计算

的线性响应性质，但是对瞬态动力学过程的关注并

不多．到目前为止，人们已经发展了各种处理电子强

关联作用的方法，包括基于自洽场的有效单电子近

似方法，结合费曼（Ｆｅｙｎｍａｎ）图 方 法 的 非 平 衡 格 林

函数方法，以及多体量子主方程或微扰的量子耗散

理论方法．尽管这些方法在定性地描述电子－电子相

互作用方面有一定的成功之处，但是由于近似的引

入而导致这些方法在定量预测新的物理现象等方面

受到了极大的限制．

本文介绍了我们最近发展的一种非微扰的量子

耗散理 论—级 联 运 动 方 程 （ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｏｆ　ｍｏｔｉｏｎ，ＨＥＯＭ）方 法［１］．该 方 法 不 仅 适 用 于 化

学动力学的研究，例如生物光富集体系的二维相干

光谱［２－３］，还适用于强关联电子体系 的 动 力 学 研 究，

例如包含近 藤 效 应 的 电 子 体 系 的 动 态 电 子 输 运 过

程［４－７］．ＨＥＯＭ 的 构 建 从 影 响 泛 函 路 径 积 分 开

始［８－１０］，通过使用路径积分算法［１１－１３］，以及对环境关

联函 数 的 适 当 分 解 方 式 来 实 现［７，１２－１６］．所 得 到 的

ＨＥＯＭ结构耦合了约化体系密 度 算 符 和 一 系 列 辅

助密度算符［１１－１３］．ＨＥＯＭ在形式上对任意开放体系

是严格的，理论的推导过程仅仅假设了环境的影响

满足高斯（或大数）统计．体系可以与任意玻色型或

费 米 型 环 境，在 任 意 有 限 温 度 下 存 在 相 互 作 用．
ＨＥＯＭ方法适用于研究非微扰、非马尔可夫耗散以

及多粒子相互作用下的动力学过程，这些协同的相

互作 用 也 正 是 强 关 联 电 子 体 系 的 研 究 中 的 关 键

问题．

１　ＨＥＯＭ方法与性质总论

对于感兴趣的中心体系的性质，例如处于声子

热库环境中的体系约化动力学，或者与金属电极相

连接的分子线或量子点体系的输运电流，我们首先

给出体系和环境的总哈密顿量：

Ｈｔｏｔ＝Ｈ（ｔ）＋ｈｅｎｖ＋Ｈ′ （１）

体系哈密顿量Ｈ（ｔ）的形式是任意的，可以包含如多

粒子或非谐 性 相 互 作 用，以 及 含 时 外 场 的 作 用 等．
ｈｅｎｖ表示环境的哈密顿量．对于玻色型的热库，ｈｅｎｖ＝
ｈＢ，由巨大数 量 的 谐 振 子 组 成；对 于 费 米 型 的 电 子

库，ｈｅｎｖ＝∑
α
ｈα，代表金属电极中的无相互作用的

电子气．体系 －环境耦合的哈密顿量Ｈ′，可以包括能

量传递、退相干，以及体系和环境间的粒子交换等作

用．我们假 设 环 境 的 影 响 满 足 Ｗｉｃｋ－Ｇａｕｓｓ统 计 热

力学性质．对于费米型的相互作用还要结合格拉斯

曼（Ｇｒａｓｓｍａｎｎ）代 数 进 行 操 作．在 本 文 中，我 们 取

≡１和β≡１／（ｋＢＴ），ｋＢ 是玻尔兹曼常数，Ｔ是温度．
有关 ＨＥＯＭ 方 法 的 主 要 内 容 介 绍，可 以 从 它
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的一般形式出发［１２－１３］，
ρｎ（ｔ）＝－［ｉＬ（ｔ）＋γｎ＋δＲｎ］ρｎ（ｔ）＋

ρ
｛－｝
ｎ （ｔ）＋ρ

｛＋｝
ｎ （ｔ） （２）

具体的构造由环境的记忆 －频率分解（亦称为“统计

环境基组”）所确定．环境的分解在形式上表现为环

境时间关联函数的指数函数展开，具有统计独立耗

散子 的 物 理 图 像．ＨＥＯＭ 的 动 力 学 变 量，ρｎ≡

ρｎ１…ｎＫ，为 定 义 在 体 系 子 空 间 的 辅 助 密 度 算 符

（ａｕｘｉｌｉａｒｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ＡＤＯｓ），其 指 标 是 一

系列下标的集合，即ｎ＝｛ｎ１，…，ｎＫ｝，代表各种统计

独立耗散子的集合．对于玻色型热库，ｎｋ≥０；对于费

米型电子库，ｎｋ＝０或１．环境关联函数的指数分解

项数Ｋ 为统 计 环 境 基 矢 空 间 的 大 小，确 定 了ρｎ 指

标的维数，同时在物理上代表了独立耗散子的数目．
让ｎ１＋…＋ｎＫ＝ｎ，并称ρｎ≡ρｎ１…ｎＫ 为第ｎ层ＡＤＯ，
而体系 约 化 密 度 算 符ρ（ｔ）＝ρ０（ｔ）则 为 第 零 层

ＡＤＯ．方程（２）中的ρ
｛±｝
ｎ 形式上代表某个特定的ρｎ

如何跟 与 之 相 关 的 第 （ｎ±１）层 ＡＤＯｓ相 耦 合；γｎ
集合了ρｎ 中所有的 代 表 记 忆 和 频 率 的 复 数 指 数 因

子之和；而δＲｎ 形式上描述了有限的基矢之 外 的 残

余耗散校正，与 ＨＥＯＭ 的优化（环境基组Ｋ－空间）
构建有关［１２］．

作为非微扰、精度可控的理论，ＨＥＯＭ 具 有 如

下的特征：①对无相互作用体系的性质，级联方程自

动在第二层截断（即Ｌ≡ｎｍａｘ＝２）；②对于相互作用

体系，原 则 上 级 联 是 无 穷 的，必 须 在 特 定 的 有 限Ｌ
层截断，数值上严格的动力学通过收敛判断得到；③
ＨＥＯＭ是在数学上一致收敛的非微扰理论，对截断

的方 式 不 敏 感．通 用 的 方 法 是 设 所 有ｎ＞Ｌ 层 的

ＡＤＯｓ为零．该 截 断 下 的 ＨＥＯＭ 严 格 处 理 了（２Ｌ）
阶体系－环境耦合，高阶的处理并非零而是高斯平均

场．传统的量子主方程理论［１７－１９］等价级联方程的第

一层截 断；④具 体 的 ＨＥＯＭ 形 式 依 赖 于 环 境 关 联

函数的统 计 独 立 耗 散 子 的 处 理 方 式［２０－２３，１２－１４］．无 论

采取何种具体形式，构建得到的级联方程组都反映

了多体相互作用、体系－环境耗散作用，以及记忆时

间尺度等的综合效应．

２　ＨＥＯＭ的构造与特性

由于环境作用的统计性质完全由环境的关联函

数刻画，开放体系的动力学就可以用约化密度算符

来描绘．取Ｕ（ｔ，ｔ０）为约化刘维尔空间传播子，通过

下式定义

ρ（ｔ）≡Ｕ（ｔ，ｔ０）ρ（ｔ０） （３）

在开放体系量子动力学的路径积分理论中，约化体

系子 空 间 是 通 过 一 个 具 体 的 表 象 来 表 达．让｛｜ψ〉｝
代表基 矢，并 标 记 ψ≡（ψ，ψ′），因 此ρ（ψ，ｔ）≡

ρ（ψ，ψ′，ｔ）≡〈ψ｜ρ（ｔ）｜ψ′〉．相应的路径积分理论下的

约化刘维尔空间传播子可以表达如下［８］

Ｕ（ψ，ｔ；ψ０，ｔ０）＝∫
ψ［ｔ］

ψ０［ｔ０］
ＤψｅｉＳ

［ψ］Ｆ［ψ］ｅ－ｉＳ
［ψ′］ （４）

Ｓ［ψ］是 约 化 体 系 的 经 典 作 用 泛 函，沿 着 某 条 路 径

ψ（τ）求算，约束条件是路径两端ψ（ｔ０）＝ψ０ 和ψ（ｔ）＝

ψ是固 定 的．Ｆ［ψ］是 影 响 泛 函．在 没 有 耗 散 时，

Ｆ［ψ］＝１，方程（４）的时间导数就是ｔＵ＝－ｉ［Ｈ（ｔ），

Ｕ］≡－ｉＬＵ，等价于ρ＝－ｉＬρ．值得注意的是，体 系

哈密顿量Ｈ（ｔ）是任意的，包含了可能的多体相互作

用和／或任意含时外场．方程（４）中的关键量是影响

泛函．它通过体系 －环境耦合哈密顿量Ｈ′（ｔ）及环境

的统计性质来定义．为了与不同形式的量子耗散理

论相联系，我们采用如下影响泛函的累积表达式

Ｆ［ψ］＝ｅｘｐ｛－∫
ｔ

ｔ０
ｄτＲ［τ；｛ψ｝］｝ （５）

式中，Ｒ［τ；｛ψ｝］是耗散泛函．它的路径积分表达式，
跟体系 －环境耗散耦合、涨落环境的记忆时间尺度、

时间依赖的外场以及多体相互作用都有关．在约化

体系传播子Ｕ（ｔ，ｔ０）的路径积分公式中，体系间的多

体相互作用和作用在体系上的外场都包含在经典作

用泛函Ｓ［ψ］中；而体系 －环境耦合、环境记忆时间尺

度以及环境的外场都包含在耗散泛函中．
Ｆｅｙｎｍａｎ－Ｖｅｒｎｏｎ路径积分在形式上是严格的

（只要环境是服从高斯统计的）．然而，它在数值上非

常昂贵．ＨＥＯＭ的建立是通过环境关联函数的某种

谱分解展开方案，将路径积分公式转换成线性微分

方程组，在数值计算上就容易得多．以下我们分别给

出玻色 子 环 境 下 和 费 米 子 环 境 下 的 ＨＥＯＭ 最 终

形式．
在玻色子环境下，体系 －环境相互作用可以写

成Ｈ′＝－∑
ａ
ＱａＦａ（ｔ），其中Ｑａ 为体系的任意算符，

Ｆａ（ｔ）为随 机 玻 色 环 境 算 符，其 关 联 函 数 可 以 精 确

有效地分解为

〈Ｆａ（ｔ）Ｆｂ（０）〉Ｂ ＝∑
ｍ
η
ａｂ
ｍｅｘｐ（－γａｂｍｔ）＋２Δａｂδ（ｔ）．

为了简 化 指 标 符 号，让（ａｂ，ｍ）≡ｋ，所 以（η
ａｂ
ｍ ≡ηｋ，

γａｂｍ≡γｋ），代表第ｋ个统计独立耗散子模，以及它的

占据数ｎａｂｍ≡ｎｋ．玻色型 ＨＥＯＭ的最终形式为
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ρｎ＝－（ｉＬ＋∑
ｋ
ｎｋγｋ）ρｎ－∑

ａ′，ｂ′
Δａ′ｂ′［Ｑａ′，［Ｑｂ′，ρｎ］］－

ｉ∑
ｋ

（ηｋＱｂρｎ－ｋ －η
＊
ｋρｎ－ｋＱｂ

）－ｉ∑
ｋ

［Ｑａ，ρｎ＋ｋ
］（６）

这里，ＡＤＯｓ的 索 引 是ｎ＝｛ｎ１，…，ｎＫ｝，ｎ±ｋ 与ｎ的

差别在于把下标集合中指定的ｎｋ 变为ｎｋ±１，因此

ρｎ±ｋ 是与给定的ｎ级ρｎ 相耦合的ｎ±１级ＡＤＯｓ．
在费米子 环 境 下，通 常 考 虑 的 体 系 －环 境 相 互

作用为Ｈ′＝－∑
αμ

（^ａ＋μＦ^－
αμ＋Ｆ^＋αμ^ａ－μ）．其中ａ^±μ 为体系

电子的生成／湮灭算符；Ｆ^－αμ ＝∑
ｋ
ｔαμｋｂ^－αｋ ＝ （Ｆ^＋αμ），

这里，ｂ^±αｋ 是α电极中电子的生成／湮灭算符，ｔαμｋ 为

耦合积分．该相互作用在微观上描述了体系与环境

之间的电子交换过程．考虑费米子环境关联函数的

分解，〈Ｆσαμ（ｔ）Ｆ
珋σ
αν〉Ｂ ＝ ∑

ｍ
ησαμνｍｅｘｐ（－γσαμνｍｔ），其 中

σ＝＋或－，而珋σ为σ的相反符号．引进简化的指标，

ｊ≡ ｛σαμνｍ｝，代表第ｊ个统计独立的费米型耗散

子，其占据数ｎｊ只有１和０．费米子的第ｎ级ＡＤＯ可

以 写为ρ
（ｎ）
ｊ ＝ρ

（ｎ）
ｊ１…ｊｎ

，只需要包含那些ｎｊｒ ＝１的费米

型耗散子．费米型 ＨＥＯＭ的最终形式为
ρ
（ｎ）
ｊ ＝－［ｉＬ（ｔ）＋γ（ｎ）ｊ （ｔ）］ρ

（ｎ）
ｊ －

ｉ∑
ｎ

ｋ＝１

（－）ｎ－ｋＣｊｋρ
（ｎ－１）
ｊｋ －ｉ∑

ｊ
′Ａ珋ｊρ

（ｎ＋１）
ｊｊ （７）

这里的ρ
（ｎ－１）
ｊｋ ≡ρ

（ｎ－１）
ｊ１…ｊｋ－１ｊｋ＋１…ｊｎ

，ρ
（ｎ＋１）
ｊｊ ≡ρ

（ｎ＋１）
ｊ１…ｊｎｊ

，以及

γ（ｎ）ｊ （ｔ）＝∑
ｎ

ｒ＝１

［γｊｒ －σｉμα（ｔ）］σ，α∈ｊｒ （８）

式中，μα（ｔ）为α电极的化学势，可随时间变化，如在

含时电子输运情况中．
费米型 ＨＥＯＭ（７）与 玻 色 型 ＨＥＯＭ（６）相 比，

除了上述的 ＡＤＯ标 号 方 法 的 平 庸 区 别 以 外，有 着

以下主要的不 同：①费 米 型 ＡＤＯ的 指 标 交 换 产 生

负号，表示 为ρｊｊ′＝－ρｊ′ｊ，即 泡 利 不 相 容 原 理，这 也

是方程（７）中ρ
（ｎ－１）
ｊｋ

项 前 面 的 符 号（－）ｎ－ｋ的 来 源；

②费米型ＡＤＯ的奇偶显示特性：ρ
（２　ｍ＋１）显示出费米

特性，而ρ
（２　ｍ）显示了玻色特性；③费米型 ＨＥＯＭ 中

的超算符Ｃｊｋ和Ａ珋ｊ的显示与被作用算符的奇偶显示

特 性 有 关．例 如，Ａ珋ｊρ
（２　ｍ＋１）＝ ［^ａ珋σμ，ρ

（２　ｍ＋１）］，但

Ａ珋ｊρ
（２　ｍ）＝｛^ａ珋σμ，ρ

（２　ｍ）｝．相 比 之 下，所 对 应 的 玻 色 子 环

境下的方程（６）中最后一项保持着对易子［Ｑａ，ρｎ＋ｋ ］
操作形式．

３　环境的Ｐａｄé谱分解与优化ＨＥＯＭ
理论

我们前面 讨 论 了 ＨＥＯＭ 的 构 造，它 等 价 于 量

子耗散的影响泛函路径积分理论．为了得到算符形

式的方程，推导过程包含的代数，不仅有对路径积分

公式的 时 间 导 数，还 要 解 决 Ｂ 类 泛 函 的 记 忆 内

容［１１－１３］，以及约化体系传播子的微分动力学方程闭

合．这里不 仅 需 要 对 Ｂ类 泛 函 的 时 间 导 数 明 确 求

算，还要求导数的结果落入级联的构建中．很显然，
环 境 时 间 关 联 函 数 的 指 数 分 解 符 合 这 一 构 建

ＨＥＯＭ的“环境基组”要求，也是目前最普遍采用的

方法．然而，ＡＤＯ的数目与环境基组的维度Ｋ 成几

何增长关系．从计算角度考虑，最理想的是用最少数

量的指数函数、尽可能准确地复制严格的环境时间

关联函 数．这 也 是 ＨＥＯＭ 的 最 优 构 建 以 及 实 用 性

的关键．数学上，时间域的指数分解等价于傅里叶频

率域上的极点分解．环境关联频谱包含态密度和玻

色函数或费米函数两部分的贡献．环境基组的维度

为与上述两部分相关的极点的总数，Ｋ＝ＮＪ＋ Ｎ．
对于玻色函数和费米函数，传统的方案是松原展开，
但收敛性较差．

我们提出了玻色函数和费米函数的Ｐａｄé谱分

解（ＰＳＤ）方案［１５－１６］．该方案的发展包含两个步骤．首
先，从数学上认知，函数的极点分解结果可以写成分

式形式，而Ｐａｄé近 似 被 认 为 是 函 数 的 最 佳 分 式 近

似［２４］，其 定 义 为 如 下 精 确 到（Ｍ ＋Ｎ＋１）阶 的

［Ｍ／Ｎ］分式近似：

Φ（ｙ）≈Φ［Ｍ／Ｎ］（ｙ）＝
ＰＭ（ｙ）
ＱＮ（ｙ）＝

ｐ０＋ｐ１ｙ＋…＋ｐＭｙＭ

ｑ０＋ｑ１ｙ＋…＋ｑＮｙＮ
（９）

其中包含的（Ｍ＋Ｎ＋１）个独立参数，由函数的泰勒

展开Φ（ｙ）≈∑
Ｍ＋Ｎ

ｋ＝０
ａｋｙｋ 所唯一确定．Ｐａｄé近似通常比

泰勒展开更好，它包含了泰勒高阶项的部分加和贡

献，常能在泰勒展开不收敛的情况下仍然有效．我们

把玻色／费米函数表示为

ｆＢｏｓｅ（ｘ）＝ １
１－ｅ－ｘ ≡

１
ｘ＋

１
２＋ｘΦ

Ｂｏｓｅ（ｘ２）

ｆＦｅｒｍｉ（ｘ）＝ １
１＋ｅｘ ≡

１
２－ｘΦ

Ｆｅｒｍｉ（ｘ２
烍

烌

烎
）

（１０）
式中，ｘ≡βω或ｘ≡β（ω－μ）．对以上所定义的玻色／
费米Φ（ｙ＝ｘ２）函数，分别考虑［Ｎ－１／Ｎ］，［Ｎ／Ｎ］
和［Ｎ＋１／Ｎ］３种Ｐａｄé分式［１５－１６］：

Φ（ｙ）≈
槇ＰＮ－１（ｙ）
槇ＱＮ（ｙ）

≈
ＰＮ（ｙ）
ＱＮ（ｙ）≈

ＰＮ＋１（ｙ）
ＱＮ（ｙ）

（１１）
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上述３种Ｐａｄé近似分别准确到Ｏ（ｘ４　Ｎ－１），Ｏ（ｘ４　Ｎ＋１）
和Ｏ（ｘ４　Ｎ＋３）．

接着，要对方程（１１）进行数值精确的极点展开，
数学上等价于精确地对环境时间关联函数的指数函

数展开．当Ｎ 不大时，Ｎ 阶多项式的根可以解析或

数值精确计算；然而，当Ｎ＞１０左右，多项式根的数

值精度很快地下降，甚至无法确定根是实数还是复

数．我们发展了高精度求解的方案，从数学上严格地

将方程（１１）的极点和留数问题，转换成实对称矩阵

的本征值问 题［１６］，从 而 彻 底 解 决 了 所 关 心 的 玻 色／
费米 函 数３种 Ｐａｄé分 式 的 极 点 分 解 的 数 值 问

题［１５－１６］．同时，还严格证明了以上３种 玻 色／费 米 函

数的 Ｐａｄé极 点｛ｘｊ｝都 是 纯 虚 数，可 以 用 来 定 义

Ｐａｄé频率，类比于松原频率．这也就 是 上 述３种 玻

色／费米函数近似的极点分解被命名为Ｐａｄé谱分解

的原因．已有的结果表明，Ｐａｄé谱分解方案是玻色／
费米函数的最优极点展开方法，远胜过松原展开．

对于 玻 色 子 环 境，我 们 已 经 建 立 了 优 化 的

ＨＥＯＭ方法［２５－２６］，其 内 涵 是 对 环 境 基 组Ｋ 空 间 外

的残余影响进行有效的、精度可控的处理，从而进一

步减少了 ＡＤＯ数 目．注 意 到［Ｎ－１／Ｎ］近 似 是 玻

色／费米函数本身最佳的分式分解，而另外两种在大

ｘ的情况下发散．在实际应用中，结合环境谱函数的

特定形式，我们可以选择上述３种ＰＳＤ方案中最合

适的１种，用于优化ＨＥＯＭ的构建［１６，２５－２６］．特别的，
玻色子环境的谱密度Ｊ（ω）是奇函数，结合玻色函数

的［Ｎ／Ｎ］和［Ｎ＋１／Ｎ］近似的发散性能够自然地给

出环 境 时 间 关 联 函 数 的 白 噪 声 残 余，δＣＮ （ｔ）≈
２Δδ（ｔ）．它 对 玻 色 型 ＨＥＯＭ 的 任 何 级 层 的 贡 献 都

是δＲｎ·≈Δ［Ｑ，［Ｑ，·］］，即 方 程（６）右 边 的 第２
项．白噪声残余近似是目前唯一同时具有精度可控、
高效且一致收敛的残余函数处理方法［２５－２８］．它也是

我们所 建 立 的 玻 色 型 ＨＥＯＭ 中 仅 有 的 近 似，对 其

合理性进行分析就得到了方程的精度控制．也就是

说，ＨＥＯＭ的精度判据就是残余函数对于约化体系

动力学的影响可以处理为白噪声的条件．我们要求

在有限温度下对一般体系的 ＨＥＯＭ 动力学结果有

先验的精度控制或者评估．事实上，我们已经阐明，
对于玻色型环境，［Ｎ／Ｎ］－ＰＳＤ是强阻尼耗散（ｒＢＯ
０．５）下的最优方案［２５］，而［Ｎ＋１／Ｎ］－ＰＳＤ是中欠阻

尼 以 上 的 布 朗 振 子 耗 散 （ｒＢＯ ≥０．５）下 的 最 优

方案［２６］．
对于费米型 ＨＥＯＭ，例如在电子输运等的研究

中［２９－３０］，我们选择了 ［Ｎ－１／Ｎ］－ＰＳＤ方 案，取 足 够

大的Ｎ，使 得 残 余 谱 函 数 可 忽 略．注 意 现 有 的 费 米

型 ＨＥＯＭ 的Ｋ 空间外残余不能处理为白噪声，这

是因为残余谱函数在傅里叶空间中具有反对称的主

要成分．

４　ＨＥＯＭ方法的应用

４．１　生物体系光激发能量传递和二维相干光谱的

模拟

　　近年的实验证实了生物体系中许多过程，如激

发能量传递、鸟类的导航等都存在着量子相干性．蛋
白质环境的结构很可能在相当程度上对量子相干，
甚至量子纠缠起了保护作用．二维相干光谱是研究

这类体 系 的 主 要 手 段．而 ＨＥＯＭ 是 目 前 数 值 能 力

最好的严格量子耗散理论方法．
模拟二维相干或四波混频光谱，需要计算三阶

光学响应函数，Ｒα（ｔ３，ｔ２，ｔ１），其中α＝１，…，８，代表

三阶跃迁的 各 条 路 径 贡 献［３１］．３个 时 间 变 量，通 常

称之 为 激 发 时 间（ｔ１）、等 待 时 间（ｔ２）和 探 测 时 间

（ｔ３），分别对应四波混频光谱中的时间间隔．二维相

干光谱将其中２个 时 间 变 量，如ｔ１ 和ｔ３，转 化 到 频

率域，从而得到 在 每 一 个 等 待 时 间（ｔ２）下 的 二 维 光

谱信号．它的对角峰对应单个激子的跃迁，非对角峰

则反映了不同激子间的相干性和能量传递的实时过

程．由于多维时间的因素，对于复杂体系的非线性光

谱，ＨＥＯＭ 的 计 算 成 本 高．为 此，我 们 提 出 了

ＨＥＯＭ的混合海森堡－薛定谔演化方案以及块矩阵

操作 方 法［３２］，综 合 优 化 了 ＨＥＯＭ 方 法．以 Ｒ８
为例，

Ｒ８（ｔ３，ｔ２，ｔ１）＝
〈〈μｇｅ｜Ｇｅｇ（ｔ３）ＤｅｆＧｆｇ（ｔ２）ＤｆｅＧｅｇ（ｔ１）Ｄｅｇ｜ρｅｑｇｇ（Ｔ）〉〉

（１２）
下标代表体系的基态（ｇ），单激发态（ｅ）和双激发态

（ｆ），分别有Ｎｇ，Ｎｅ 和Ｎｆ 个能级．不同电子态之间

通过光偶 极（Ｄｕｖ）跃 迁 耦 合，涉 及 的 矩 阵 为（Ｎｕ×
Ｎｖ）．耗散过程只考虑发生于电子态内部．方程（１２）
中的 粗 体 代 表 ＨＥＯＭ 代 数 空 间 的 量．例 如，

ρｅｑｇｇ（Ｔ）≡｛ρ
ｅｑ
ｇｇ；ρ

（ｎ＞０）；ｅｑ
ｇｇ ｝为 ＨＥＯＭ空间的初始矢量，

代表给定温度下的初始热平衡态．该矢量由体系约

化密度矩阵以及所有其他辅助密度矩阵组成，它们

的值由对应的 ＨＥＯＭ 块的稳态解确定．随之，计算

ρｅｇ（０）≡Ｄｅｇρｅｑｇｇ（Ｔ），并以此作为 ＨＥＯＭ 的初值，动

力学演化得到ρｅｇ（ｔ１）≡Ｇｅｇ（ｔ１）ρｅｇ（０）．其 余 二 维 时
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间ｔ２ 和ｔ３ 的演化可以继续在薛定谔表象下顺序进

行，但以这样的方式计算需要巨大的成本．为提高计

算效率，我们发展了混合海森堡 －薛定谔演化方案．
在此方案中，方程（１２）可等价地替换为下式：

Ｒ８（ｔ３，ｔ２，ｔ１）＝ 〈〈μｇｅ（ｔ３）｜ＤｅｆＧｆｇ（ｔ２）Ｄｆｅ｜ρｅｇ（ｔ１）〉〉
（１３）

这里，偶极矩的 ＨＥＯＭ 演化，μｇｅ（ｔ３）≡μｇｅＧｅｇ（ｔ３），
类比于量子力学中的海森堡表象．混合海森堡－薛定

谔演化方案将三维时间的计算转化为（２＋１）维的任

务，显著地提高了 计 算 效 率．ＨＥＯＭ 的 海 森 堡 演 化

也已经与我们 所 发 展 的 优 化 ＨＥＯＭ 构 建［２５］，以 及

实时过滤算法相结合［３３］，极大地提高了计算非马尔

可夫和体系－热库 强 耦 合 影 响 下 的 体 系 多 维 非 线 性

光谱的能力［３２］．在 将 来 的 工 作 中，我 们 可 以 把 最 优

ＨＥＯＭ理论在 图 形 处 理 器（ＧＰＵ）上 实 现［３４］，以 期

更好地提高计算效率，从而在实际生物或化学体系

中得到更广泛的应用．
上述的综合优化 ＨＥＯＭ 方法已应用到了生物

光富集天线Ｆｅｎｎａ－Ｍａｔｔｈｅｗｓ－Ｏｌｓｏｎ（ＦＭＯ）聚合体

的相干二维 光 谱 研 究［３］．我 们 采 用 的 是ＦＭＯ的 标

准模型以及参数．该模型中包含了７个ＢＣｈｌ色素分

子，共有２９个激子态，其中１个是基态，７个是单激

子态，其余的２１个是双激子态．７个ＢＣｈｌ分子的光

跃迁偶极矢量在ＦＭＯ聚合体的取向从晶体结构得

到．对于蛋白质环境影响，考虑每个ＢＣｈｌ分子激发

能的涨落，我们采用了强阻尼耗散模型，取重整化能

λ＝３５ｃｍ－１，弛豫时间常数γ－１＝１００ｆｓ．
对于上述ＦＭＯ色素－蛋白质聚集体模型，根据

我们建立的 ＨＥＯＭ精度控制判据，在７７Ｋ的温度

下，［０／０］－ＰＳＤ方 案 足 够 精 确［２５］．定 量 判 据 标 准：

ｍｉｎ｛ΓＮ／ΩＳ，κＮ｝≈５，其 中，ΩＳ 是 约 化 体 系 的 特 征

频率，ΓＮ 和κＮ 是 残 余 谱 函 数 的 宽 度 和 Ｋｕｂｏ线 型

参数．该判据标准通过了我们到目前为止的所有测

试，误差控 制 约 为５％以 内．对 应 于 强 阻 尼 耗 散 环

境，［Ｎ／Ｎ］－ＰＳＤ最优，残余谱函数宽度和线型参数

的估算公式分别为ΓＮ＝［ｒＮ＋ （βγ）
２＋０．３４ｒ２槡 Ｎ］／β

和κＮ＝ ｒＮΓＮ／β槡 λγ，其 中ｒＮ＝（２　Ｎ＋２）（２　Ｎ＋３）．
考虑给定的蛋白环境模型（λ＝３５ｃｍ－１和γ－１＝１００
ｆｓ），在７７Ｋ 下，采 用［０／０］－ＰＳＤ方 案，得 到ΓＮ＝
５１３ｃｍ－１和κＮ＝９．４；ＦＭＯ体系的拉比频率为ΩＳ≈
２００ｃｍ－１．与 精 确 的［１／１］－ＰＳＤ结 果 比 较，［０／０］－
ＰＳＤ方案的 数 值 误 差 约 在１０％以 内［２５］，这 对 二 维

光谱的计算结果影响很小，但ＣＰＵ时间节省许多．
我们取ＨＥＯＭ的截断层数Ｌ＝１２，过滤误差容错的

标准值为２×１０－５．二维相干光谱的 ＨＥＯＭ 计算花

费的时间从１５ｍｉｎ（对ｔ２＝０ｐｓ）到９０ｍｉｎ（对ｔ２＝１
ｐｓ），处理器的详细信息为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）Ｘ５６００
＠２．８０ＧＨｚ．以 上ＣＰＵ时 间 是 对１个 样 品 而 言．
二维相干光谱模拟还要考虑分子聚合体框架相对于

激光场的取向的系综平均，以及各个激子静态无序

的系综平均．
相干激发能传递动力学的信息可以从二维快速

光谱中得到．随着等待时间（ｔ２）的增加，激子占据数

从高能位点到低能位点发生转移，相应的交叉峰的

振幅跟着起变化，能量的相干传递还伴随着量子拍

频．基 于 上 述 模 型 的 ＨＥＯＭ 计 算 结 果 表 明 能 量 传

递的相干时间在２５０ｆｓ左右，尚不能定量地支持实

验中观察到大约６５０ｆｓ的量子拍频现象［３５］，但从另

一方面也清楚地表明，上述我们所采纳的、也是目前

通用的ＦＭＯ标准模型以及参数，皆有待修正．能够

延长相干时间的因素，包括不同色素分子间的涨落

关联、色素分子以及蛋白质环境的欠阻尼的振动等，
都是应该加入考虑的．
４．２　电子强关联体系的动态量子输运和近藤效应

对量子输运体系的性质和在外场操纵下的动力

学行为的研究，对纳米电子学领域的发展起着非常

重要的作用．量子点在含时、非微扰外场影响下的特

性，与量子比特的制备和操纵紧密相关．在低温的条

件下，电子体系（如ｄ和ｆ电子）的强关联特性，将导

致一些奇异的物理现象，例如库仑阻塞、近藤效应，
以及特殊 的 热 致 电 导 等．相 关 的 研 究 能 为 如 Ｍｏｔｔ
相变、高温超导等基础物理学提供深刻的见解．计算

强关联体系的关键是所谓的量子杂质求解器问题，
要能够精确、高效地计算局域多体电子体系在周围

环境的巡游电子杂化影响下的性质与动力学行为．
凝聚态物理 中 非 常 重 要 的 Ｈｕｂｂａｒｄ模 型 可 以 通 过

动力学平均场理论转化成量子杂质的问题［３６］．发展

量子杂质求解器的 ＨＥＯＭ 方法是我们正在开展的

一项工作［２９］．
ＨＥＯＭ是开放体 系 中 可 类 比 含 时 薛 定 谔 方 程

的基础理论方法，具有普适性．这可以从 ＨＥＯＭ 的

３个基本特点来说明：①ＨＥＯＭ 空间相当于普通量

子力学中的希尔伯特或刘维尔空间的延拓，其代数

结构由 ＨＥＯＭ的线性微分方程（７）定义，使得在公

式层面上能够非常方便和统一地用 ＨＥＯＭ 空间来
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表达开放 体 系 的 各 种 物 理 可 观 测 量；②费 米 型 的

ＨＥＯＭ，即方程（７），包含了任意含时的偏电压的影

响，由（８）式中的电化学势μα（ｔ）带入 ＨＥＯＭ．进而，
它还包含了任意外场与体系相互作用的影响，由含

时的体系刘维算子Ｌ（ｔ）带入．该任意外场可以是实

验上施加的如电磁场或门电压等，也可以是形式上

的，但用来从理论上构造任意的体系关联时间函数；

③ＨＥＯＭ刻画了体系－环境相干动力学．ＨＥＯＭ 空

间的矢量为ρ＝｛ρ，ρ
（ｎ≠０）｝，它包括了体系约化密度

算符和其他ＡＤＯｓ的动力学关联，从本质上超越了

传统的、仅仅刻画体系的如量子主方程等理论．我们

已经证明了ＡＤＯ的物理图 像：ρ
（ｎ≠０）
ｊ１…ｊｎ

描 述 环 境 中 具

体的ｎ个耗散子与体系耦合的相干动力学．耗散子

在物理上对应了巡游电子杂化统计准粒子，与输运

电流的计数 统 计 直 接 相 关．ＨＥＯＭ 不 仅 可 以 计 算

任意的体系关联函数，也可以模拟实验上的电流的

计数统计和电流噪声谱等．
以上３个基本特点使得 ＨＥＯＭ 理论能够统一

地处理各种类型的平衡或非平衡稳态，以及实时动

力学问题．其中，包括计算瞬时电流［４－７］、平衡或非平

衡稳态下的体系态密度［２９－３０］，以及实验上的其他可

测量量如 电 流 噪 声 谱［３７］等．ＨＥＯＭ 方 法 是 目 前 可

研究近藤区 内 的 实 时 动 力 学 过 程 的 极 少 数 方 法 之

一［２９－３０］．我们相 信，实 时 动 力 学 的 实 验 与 理 论 的 研

究，为探索体系的内在本质、获得与各种内在相关的

物理量，提 供 了 另 一 条 可 供 选 择 的 甚 至 是 独 特 的

道路．
我们在２００８年提出费米型的 ＨＥＯＭ［１３］后，很

快就它用来研究含时、非微扰外场影响下的实时共

隧穿输运过程［４－７］．由于当时的 ＨＥＯＭ 构造尚未优

化，对温度 低 于５ＴＫ 的 体 系，数 值 上 非 常 昂 贵．这

里，ＴＫ 为 近 藤 温 度．最 近 我 们 发 展 的ＰＳＤ（参 见 节

３）代数［１５－１６］，极大地提高了 ＨＥＯＭ 的效率，使之成

为研究量子杂质和量子输运体系在近藤区内的性质

的重要工具［２９－３０，３８］．现有的ＨＥＯＭ程序可定量精确

地得到温度低至ＴＫ／５０的单杂质近藤跃迁电流，实

际计算的精度甚至超过了数值重整化群方法［３９］，尤

其在 Ｈｕｂｂａｒｄ峰的 位 置 与 强 度 上．值 得 一 提 的 是，

ＨＥＯＭ的公式的构造以及数值 方 法 都 还 有 很 大 的

改进空间．

５　结论与展望

在本文中，我 们 介 绍 了 ＨＥＯＭ 这 一 形 式 上 严

格、数值上收敛、计算高效并且应用方便的量子耗散

理论．它严格地求解高斯统计环境影响下的任意开

放体系的瞬态动力学．它非微扰地综合考虑了体系－
热库耦合、多 体 相 互 作 用，以 及 非 马 尔 可 夫 记 忆 效

应．ＨＥＯＭ理论提供了一个在定量水平上研究量子

耗散问题的普遍、可靠以及多用途的理论工具，研究

课题包括了 物 理、化 学、材 料 科 学 等 许 多 前 沿 重 要

领域．
我们提出了一个优化级联理论，它建立在Ｐａｄé

谱分解 方 案 基 础 上，在 现 阶 段 最 大 化 了 ＨＥＯＭ 这

个严格方法的可应用范围．优化级联理论不仅要求

最少数量的动力学变量（即ＡＤＯｓ的数目），还伴随

着一个对任意给定量子耗散体系数值应用的预估精

度控制判据．精度控制判据不仅适用于约化体系密

度矩阵动 力 学，还 适 用 于 非 线 性 光 谱 计 算［３，４０］．这

样，对复杂分子体系的模拟就不必再花费昂贵的、高
阶的用于收敛检查的重复计算时间．判据通过评估

热库残余相关函数的白噪声假设的精度提出．我们

还在布朗振子环境对耗散体系动力学影响的量子或

经典性质问题上结合准确的 ＨＥＯＭ 计算进行了量

化的分析，同时揭示了随温度下降动力学局域到离

域特性的转变［２６］．
另一方面，对于无相互作用体系，ＨＥＯＭ 方 法

在Ｌ＝２水平上给出严格的电子动力学［４，４１］．由于第

一性原理的含 时 密 度 泛 函 理 论（ＴＤＤＦＴ）的 Ｋｏｈｎ－
Ｓｈａｍ 方 案 关 注 有 效 单 电 子 参 考 体 系 的 时 间 演

化［４２］，很自然的，ＴＤＤＦＴ可以与 ＨＥＯＭ 方法相结

合，给出 一 个 研 究 真 实 开 放 电 子 体 系 的 ＴＤＤＦＴ－
ＨＥＯＭ方法．其关键量是交换－关联泛函，包括了多

电子相互作用以及描述环境对电子体系影响的耗散

泛函．迄今为止，人们尚不能给出交换－关联泛函的

严格形式，而常规的交换－关联泛函近似，例如绝热

局域密度近 似［４３］等 还 不 足 以 定 性 地 描 述 强 关 联 的

开放体系．ＨＥＯＭ方法作为研究强关联体系瞬态动

力学的有力 工 具［５，７］，有 望 为 新 一 代 的 交 换 关 联 泛

函的构建提供一些线索．
现阶段的 ＨＥＯＭ 方 法，随 着 体 系 复 杂 度 的 增

加、温度的降低，以及体系－环境耦合强度的增强等，
体 系－环 境 相 互 作 用 模 式 数、热 库 相 关 函 数 分 解 项

数、需要截断的级联层数增大而导致计算量的急剧

增加，从 而 使 得 ＨＥＯＭ 的 数 值 模 拟 超 出 了 现 有 计

算能力．因此，我们在理论发展和数值优化方面，需

要寻求更为有效的谱分解方案，优化程序并行效率，
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调整内存存储策略等．
在 ＨＥＯＭ方法的应用方面，将来的工作中，我

们将全面地研究复杂量子耗散体系，如光合作用体

系的各种化学反应机理；结合量化计算和分子力学

计算得到实际体系的哈密顿量相关参数和热库谱密

度函数，从而更加真实地反映实际体系的各种动力

学性质．另外，在理论与计算化学难点之一的强关联

电子领 域，我 们 考 虑 将 ＨＥＯＭ 与 动 力 学 平 均 场 理

论结合，开发以级联运动方程组为杂质求解器的动

力学平均场方法和程序，用来研究分子体系，如过渡

金属团簇和单分子磁体中的强关联效应．在介观物

理学方 面，我 们 将 ＨＥＯＭ 作 为 一 个 强 大 而 有 效 的

工具，深入研究介观体系的近藤效应、Ｆａｎｏ效应、热

电输运现象等相关问题．

致谢　作者衷心地感谢中国科学技术大学的徐

瑞雪教授、郑晓教授，杭州师范大学的金锦双教授以

及其他合作者对本研究课题做出的许多不可替代的

贡献．感谢中国科学技术大学的叶绿洲同学帮助录

入与校对文稿．
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