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摘要"考虑前景理论框架下的带有消费和终端收益的连续时间投资组合问题
'

这里假设终端效用具

有损失厌恶的性质!并且抛弃
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条件!而限定效用函数具有一定的正则性
'

首先!考虑参考点依
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$方程
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然后!假设终端效用依赖于

收益过程!并建立一个把参考点作为控制的一部分的新模型
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这使得随机控制问题变成了非
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的
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型问题
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到一个奇异
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引言

数学已经成为投资管理中最重要的工具!随机

分析和随机最优控制成为处理投资组合选择问题的

基本方法
'

而近
5*

年来!金融学中最重要的革命是

开始于
)*

世纪
8*

年代的行为金融学
'

行为金融学

并不像新古典金融学那样假设投资者是理性的!而

是认为投资者的决策可能受到其自身的情感和心理

因素的影响
'

但是!行为金融学问题带来的数学上的

极大难度!使得在连续时间设定下的相关模型极其

稀少'
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(引入了前景理论#
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'GX

是行为金融的一个重要组成部分!

它后来被
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(发展为累积前景理论
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YGX
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'

在前景理论框

架下!关于资产分配有
5

个主要假设"第一!价值是

根据参考点由收益和损失来决定的%第二!效用函数

对于收益是凹的!对于损失是凸的!从而被称作
W

型

函数!并且对于损失的斜率比对于收益的斜率更大

#即损失厌恶$%第三!概率经过高估小概率和低估大

概率被扭曲
'

而且概率的扭曲是造成数学处理上困

难的主要原因!因为在不可加的概率下!通常是没有

时间一致性的!从而导致了动态规划方法和鞅方法

这些用来处理新古典金融学中的问题的强有力工具

失效
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(在
YGX

理论框架下!发展了用来系统

解决连续时间投资组合问题的新理论
'

为了处理
W

型效用函数!他们把原来的问题分解成两个子问

题555收益部分问题和损失部分问题!为克服扭曲

概率带来的困难!他们使用了
Y=%

L

I1.

最优化的方

法
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(推广了文献'

"

(的方法来处理带有

损失控制的投资组合问题!即!带有额外上边界的

Y=%

L

I1.

最小化问题
'Y=1IA

S
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(在
YGX

理论框架下

考虑了带有消费和终端财富投资组合问题!他利用

文献'

8

(中的分解技巧将投资者的财富分成了两个

部分!使得其中一个部分用来最优化仅来自于消费

部分的效用!另一部分投资于市场用来最优化仅来

自于终端财富的效用
'

然而!从数学的角度来看!不考虑概率扭曲这一

因素!相应的投资组合问题仍然是有趣的
'
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(得到了两个带有损失厌恶的不同效

用函数的最优投资策略!并引入参考点动态更新法

则分析了其对最优解的影响
'

文献'

#

(考虑了一个多

时期模型!假设一个效用函数不仅依赖于收益过程

和风险资产的值!而且还依赖于收益的历史!并且其

中参考点是风险资产和无风险利率的函数
'

本文中!

我们将假设参考点依据财富过程动态地更新!这样

也符合一个投资者会随着其财富水平的变化而对收

益和损失具有不同的认知
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(采用了鞅方法

解决了一个非完备市场中带有损失厌恶的投资组合

问题
'

张松'
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(研究了一个将效用函数的
2A>F>

条件

替换成正则性条件的投资组合问题
'

而现实中!一个

投资者对于金融市场中的小收益或损失是不敏感

的
'

并且在
GX

理论框架中!投资者的效用函数依赖

于收益或损失!因此
2A>F>

条件是不恰当的
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本文将

抛弃加在消费效用和终端收益的效用函数上的

2A>F>

条件!而假设它们有足够的正则性
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因此!我

们可以利用动态规划的方法来处理投资组合问题!

从而尝试解决文献'
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(中提到的把参考点作为整个

决策的一部分的问题
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模型

我们在一个有限投资期限内的完备标准金融市

场中考虑投资组合问题
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一个简单的原因就是!在展望理论中!投资者根

据他的收益和损失来做决策!而不是他的总财富!这

使得他对于参考点附近的小的改变并不敏感
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的偶延拓!并定义
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则!函数M
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!
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$满足以下全空间上的

:Vb

方程的终值问题"
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$
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注意到 8

8

和 8

K

都是关于#

)

!

8

$一致局部

Z/

M

C0=/.K

连续的!且由于
!(

'

*

!

'

(!

8

&

关于#

)

!

8

$

一致连续!根据假设#

#

$!而且
8

,

具有线性增长
?

那

么!类似于文献'

#)

(#或者'

5

($中的证明!可以得到

以上
:Vb

方程黏性解的唯一性
?

定理
CKT

!

假设
0

#

!

0

)

(

6

#'

*

!

4

(

gDD

$为
:Vb

方程#
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$的两个解!且
0

#

#

4

!

8

$
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)

#
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!
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_
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,

#

8

$
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则在'

*

!

4

(

gDD

上!

0

#

_0

)

?

因此!动态规划方程#

B

$具有唯一的黏性解
?

注
R

!

终端函数的非凸非凹性导致了值函数的

"#B
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非凸非凹性!从而无法利用一阶条件将
:Vb

方程转

化为更简单形式的偏微分方程
'

虽然经典的情形中!

2A>F>

条件使得在
:,D,

效用函数的假设下!利用

效用函数的凸对偶!可以得到相应的线性偏微分方

程!从而问题变得可解#可参见文献'
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COC

!

问题
C

的求解

本节中!我们需要如下假设
?

假设
N

!"

漂移项
F

和波动率
%

都是常数!
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F

和
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)
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!其中!

F

(
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3 和
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#
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H

%

DD

H

$为常数
?

#

终端财富效用函数
/
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是有界的
?

注
S

!

这里有一个例子
/
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"
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4
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和假设
5

"取

/

)

#

8

$

9

#

:

1

:

'

8

!

8

&
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:
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+
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?

其中!

*
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1

?

注意到在最优化问题中!在成本泛函中出现了

关于控制过程的积分!我们期望这是个奇异控制问

题
?

初步观察!该问题并不是
N>-R%+

的!然而利用

处理亚式期权的方法'

#5

!第
7a4

节(

!我们可以将问题转

化成
N>-R%+

问题
?

为此!定义一个新的过程
G

#
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)
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)
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!则原问题变化成一个
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现在!受控系统变为
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$
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S
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S
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$
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#
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式中!
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#

*

!-!

*

$

(
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H

!它是一个二维的
N>-R%+

过程
?

考虑如下的最优化问题"

问题
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!

对以下问题寻求最优对#
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式中!#
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'
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#
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命题
CKV

#

0

的单调性$

!

0

关于
8

严格单调增!

关于
2

单调减
?

证明
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注意到!对任给的初始值#
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几乎确定的严格增!且
/

#

#

)

!*$和

/

)

#*$都是严格增的
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因此!

0

关于
8

严格增!关于

2

单调减
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我们有如下的动态规划原理"

定理
CKZ

#问题
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的动态规划原理$
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定理
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的证明可以参考文献'
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以上最优化问题的
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函数为
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)g)中的对称矩阵集合
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注意到
"

(

'

*

!

]

$!则!当
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取值为
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因此!命题
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表示该控

制问题可能是奇异的
?

定义
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!定

理
!a5a#

(!则可以得到动态规划方程如下"

定理
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#问题
)E

的动态规划方程$

!

式#
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$中

给定的函数
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是如下
:Vb

变分不等式的一个黏

性解!
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是
Z/

M

C0=/.K

连续函数
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但由于
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函数可能是奇异的!
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定理
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结论

我们考虑了损失厌恶下两类带有消费和终端收

益的投资组合选择问题
?

一个假设了参考点是依赖

财富过程的函数!另一个假设收益过程如文献'

8

(所

定义#见式#
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然后!我们利用随机控制的方法得

到相应的最优化问题的值函数分别是
:Vb

方程和

:Vb

型变分不等式的黏性解
'

其中在第二个问题

中!我们将参考点的动态更新作为决策本身的一部

分!这是文献'

"

(中的一个未解决的公开问题!我们

在特殊系数条件下!将问题转化成一个完全非线性

的变分不等式!提供了一个解决方向
'

由于我们仅仅得到了值函数所满足的偏微分方

程!而且方程是完全非线性的!将来的工作将集中在

设计相应的数值计算方法来求解这些偏微分方程
'

虽然从目前来看这并不容易
'

已有的结果主要是针

对非奇异的随机控制问题#参见经典文献'
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是这并不适用于我们这里考虑的问题
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