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引言

随着大数据时代的到来!高维复杂数据统计分

析的需求越来越广泛而深入!如来自生命科学技术

中的高维数据0文本挖掘与搜索引擎中的高维数据0

高光谱成像中的高维数据等等不同领域的数据分

析
'

尽管高维数据中包含了人们感兴趣的海量信息!

但直接处理高维数据十分困难与棘手!所以如何在

尽量没有信息损失的情况下将高维数据转化为可处

理的低维模型就显得很有意义
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目前!在有监督学习

的框架下!处理具有稀疏性结构的高维数据降维的

方法可主要分为变量选择和充分降维#
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于响应变量不造成任何影响!目的在于选出这些少

数的重要变量达到降低维数的目的
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(利用半参数理论提出半参数充分降维

方法!该方法不依赖于上述两个假设条件!并可构造

相应于
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方法0
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和
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的半参数方法!如半

参数
W2D

#

C1?/6W2D

!或
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$方法
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模型#

#

$在具有线性结构的模型中有着广泛的

适用性!包含了诸多具有线性结构的模型
?

如"线性

回归模型0广义线性回归模型0投影寻踪模型0单指

标模型0神经网络模型等
?

基于模型#

#

$的充分降维研究获得的是具有线

性结构的降维特征!然而在大量的现实问题中!线性

结构往往是人们的一种理想或近似假定!降维结构更

多的呈现出非线性特征!甚至是高度非线性的结构!

发展有效的非线性降维方法是非常重要的研究课题
?
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#
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B

#

2

C

S

$

9

B

#

2

C

/

#

S

$$!

2

2

(

"

#

)

$

式中!

/

#

S

$

_

#

=

#

#

S

$!-!

=

U

#

S

$$

?

非线性结构自身

的复杂性增大了对其进行充分降维研究的难度!使

得相应的理论方法的研究进展较为缓慢
?

已有若干建立在
De:W

理论基础上的非线性

充分降维方法的研究!将
W2D

发展为处理非线性充

分降维的核切片逆回归#
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eW2D
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类重要的方法!见文献'
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'
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(将
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推

广到具有删失机制的生存数据的充分降维研究中!

方法实现简洁表现良好
'

本文首次利用
De:W

及半参数理论!提出一种

处理非线性结构下的充分降维问题的新方法555广

义半参数核切片逆回归#
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等方法对于线性条件均值假设和常数条件方差

假设的依赖!并将半参数方法推广到冗余参数与感兴

趣参数皆可为无穷维的情形!适用范围更加广阔
'

本文我们利用半参数理论推导出广义冗余切平

面之正交补空间!由此构造降维方向的估计方程!接
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着建立适当的等距同构映射!将对连续型无穷维函

数的求解转化为对离散型数列函数的求解!并利用
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理论及正则化方法完成对目标函数的求解!
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'

E

!

非线性充分降维的广义半参方法
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!

*

$7

#

T

9

6

!

X

!

,

#

S

$7

#

9

'

!

X

X

,

#

S

$!

X

9

#

!-!

U

?

故

/

#

8

$

9

#6

!

#

!

,

#

S

$7

#

!-!6

!

U

!

,

#

S

$7

#

$

X

9

#

!

#

!-!

!

U

$

X

,

#

S

$

9

'

!

X

,

#

S

$!

其中!

!

_

#

!

#

!-!

!

U

$!则式#

5

$可化简为

-

#

#

S

$

-

)

#

G

!

!

X

,

#

S

$$ #

!

$

!!

与半参数模型'

)

!

#5

(不同!这里感兴趣参数
!

为

无穷维!冗余参数
-

#

!

-

)

为无穷维
?

本文所提方法首

次将感兴趣参数为有限维的半参数方法推广到无穷

维感兴趣参数情形
?

我们将冗余参数和感兴趣参数

均为 无 穷 维 的 模 型 称 为 广 义 半 参 数 模 型

#

S

1A1->&/K1FC1?/

M

>->?1.-/0?%F1&

!

;WN

$

?

由经典

半参数理论知!可由冗余切平面的正交补空间构造感

兴趣参数的估计方程!且参数估计具有相合性和渐进

正态性等优良性质
?

类似的!本文将对
;WN

#

!

$构造

相应的广义冗余切平面正交补空间
.

7

!对任意函数

5

#

G

!

/

#

S

$$和
'

#

S

$!可得
.

7的函数有如下形式"

'

5

#

G

!

/

#

S

$$

:

P

+

5

#

G

!

/

#

S

$$

C

/

#

S

$,(

Z

!!

'

'

#

S

$

:

P

#

'

#

S

$

C

/

#

S

$$(

?

或者

'

5

#

G

!

!

X

,

#

S

$$

:

P

+

5

#

G

!

!

X

,

#

S

$$

C

!

X

,

#

S

$,(

Z

!!

'

'

#

S

$

:

P

#

'

#

S

$

C

!

X

,

#

S

$$(

?

!!

因此无穷维感兴趣参数
!

的总体意义下的方

程为

P

+'

5

#

G

!

!

X

,

#

S

$$

:

P

+

5

#

G

!

!

X

,

#

S

$$

C

!

X

,

#

S

$,(

6

!!

'

'

#

S

$

:

P

#

'

#

S

$

C

!

X

,

#

S

$$(,

9

*?

特别地!取
5

#

G

!

!

X

,

#

S

$$

_P

#

,

#

S

$

*

G

$!

'

#

S

$

_

,

X

#

S

$!可得总体意义下
;WeW2D

方程"

P

#'

P

#

,

#

S

$

C

G

$

:

P

#

P

#

,

#

S

$

C

G

$

C

!

X

,

#

S

$$(

Z

!!

'

,

#

S

$

:

P

#

,

#

S

$

C

!

X

,

#

S

$$(

X

$

9

*

#

4

$

!!

记

!

P

#

,

#

S

$

C

G

$

9

/

#

G

$!

!

P

#

P

#

,

#

S

$

C

G

$

C

!

X

,

#

S

$$

9

!!

0

#

!

X

,

#

S

$$!

P

#

,

#

S

$

C

!

X

,

#

S

$$

9&

#

!

X

,

#

S

$$!

**B

中国科学技术大学学报 第
!"

卷



并记它们的核估计分别为
/

i

#

G

$!

0

i

#

!

X

,

#

S

$$!

&

i

#

!

X

,

#

S

$$

?

给定样本观测数据"+#

8

,

!

2,

$,

-

,_#

!可得

式#

4

$的经验形式的估计方程为

#

-

#

-

,

9

#

'#

/

i

#

2,

$

:

0

i

#

!

X

,

#

8

,

$$$

*

!!

#

,

#

8

,

$

:&

i

#

!

X

,

#

8

,

$$$

X

(

9

*

#

"

$

将式#

"

$整理成如下形式#推导见附录$"

"

8

0

#

#

$

#

#

#

'

-

:

8

0

#

)

$

#

)

$#

'

-

:

#

8

0

#

)

$

#

)

$

X

$

"

X

9

*

#

7

$

式中!

"9

#

,

#

8

#

$!-!

,

#

8

-

$$!

8

0

#

#

$

#

#

9

O

#

#

$

#

#

#

2,

!

2

X

$

#

-

%

9

#

O

#

#

$

#

#

#

2%

!

2

X

9

:

;

<

$

#

)

,

!

X

)

-

!

8

0

#

)

$

#

)

9

O

#

)

$

#

)

#

1

iX

,

#

8

,

$!

1

iX

,

#

8

X

$$

#

-

%

9

#

O

#

)

$

#

)

#

1

iX

,

#

8

%

$!

1

iX

,

#

8

X

9

:

;

<

$$

#

)

,

!

X

)

-

9

!!

O

#

)

$

#

)

#

6

X

T

,

!

6

X

T

X

$

#

-

%

9

#

O

#

)

$

#

)

#

6

X

T

%

!

6

X

T

X

9

:

;

<

$

#

)

,

!

X

)

-

#

8

$

式中!

#

#

!

O

#

#

$

#

#

分别是
P

#

,

#

S

$

*

G

$非参数核估计的

窗宽和核函数%

#

)

!

O

#

)

$

#

)

分别是
P

#

,

#

S

$

*

-

X

,

#

S

$$非

参数估计的窗宽和核函数%

6_

#

"

#

!-!

"

U

$!

"

X

(

DD

-

!

X

(

#

#

!-!

U

$!

T

X

为对应于输入+

8

X

,

-

,_#

的
;->?

矩

阵的第
X

列
?

,

#

S

$是无穷维的
?

估计方程#

7

$及#

8

$

的等式成立见附录
?

由于
,

#

S

$是无穷维的!因此方程#

7

$不能直接

用于进行方程求解!由下节的定理
)

!可将方程#

7

$

转化为与之等价的如下方程"

1

8

0

#

#

$

#

#

#

'

-

:

8

0

#

)

$

#

)

$#

'

-

:

#

8

0

#

)

$

#

)

$

X

$

1

9

*

#

B

$

式中!

1

是对应+

8

,

,

-

,_#

的
;->?

矩阵
?

这样!我们将对广义半参数非线性充分降维的

求解问题转化为对方程#

B

$进行求解问题!这样可以

利用正则化方法对求解问题进行处理!进而得到非

线性充分降维方法的算法实现
?

C

!

定理及算法实现

COE

!

相关定理

冗余切平面及其正交补空间在半参数方法及理

论研究中发挥重要的作用!本文方法是建立在广义

半参数模型#

)

$相应的广义冗余切平面之正交补空

间#

S

1A1->&/K1FAI/C>A01.>A

S

1A.C

M

>01%-.=%

S

%A>&

0%?

M

&1?1A.

!

;(XWPY

$基础上的
'

下面定理
#

给出

模型#

)

$的
;(XWPY'

定理
E

!

对于广义半参数模型#

)

$!记
.

7为该

模型的
;(XWPY

!则

.

7

9

+

&

#

G

!

S

$

:

P

#

&

C

/

#

S

$!

G

$"

P

#

&

C

/

#

S

$!

2

&

$,!

其中!

/

#

S

$

_

#

=

#

#

S

$!-!

=

U

#

S

$$

X

!

=

X

(

#

T

#

X

_#

!

-!

U

$!

#

T

为一再生核是
T

的
De:W?

定理
C

!

方程#

7

$与方程#

B

$是等价的!其中方

程#

B

$中
1_

"

X

"

_

#

T

#

8

,

!

8

X

$$

#

)

,

!

X)

-

?

为了实现方程#

B

$的求解!使得算法实现具有稳

定性!类似文献'

"

!

8

!

#"

(!对方程#

B

$进行一种正则

化方法处理!构造如下的目标函数"

L

#

6

$

9

'

CC

1

8

0

#

#

$

#

#

#

'

-

:

8

0

#

)

$

#

)

$#

'

-

:

#

8

0

#

)

$

#

)

$

X

$

1

CC<

!!"

*

4

#

6

X

6

$ #

#*

$

对于给定的
"

!求解使式#

#*

$值最小的
6

i

?

COC

!

算法实现

下面给出依据目标函数#

B

$所得到的非线性充

分降维的广义半参方法具体的算法步骤
?

"

初始化"对于给定的
"

!由给定的样本

+

8

,

!

2,

,

-

,_#

!计算
;->?

矩阵
1_

#

T

#

8

,

!

8

X

$$

#

)

,

!

X)

-

?

迭代次数
)_*

!取初值
2

i

#

*

$

!此处的初值可以选择

eW2D

所得的
2

i

?

#

对
2

,

(

+

#

!

)

!-!

+

,!

X

(

+

#

!

)

!-!

U

,计算

2

i

#

)

$

,

X

<

9

2

i

#

)

$

<2

3

,

X

!

2

i

#

)

$

,

X

:

9

2

i

#

)

$

:2

3

,

X

!

3

,

X

9

#

5

L

#

2

i

#

)

$

,

X

<

$

5

)

:5

L

#

2

i

#

)

$

,

X

:

$

5

)

$&#

)

2

$

?

其中!

3

,

X

是与
2

i

#

)

$维数相同的矩阵!除第
,

行第
X

列

为
#

外 其 余 位 置 均 为
*?

矩 阵
4

-g

U

_

'

#

3

,

X

$

#

)

,

)

-

%

#

)X)U

!有

$10

#

4

$

9

%

+

5

L

#

2

i

$

5

)

,

%

+

$10

#

2

i

$,

2

i

#

)

$

?

!!$

对
2

,

!

A

(

+

#

!

)

!-!

-

,%

X

!

%

(

+

#

!

)

!-!

U

,

计算

2

i

#

)

$

,

X

A%

<<

9

2

i

#

)

$

<2

3

,

X

<2

3

A%

!

2

i

#

)

$

,

X

A%

:<

9

2

i

#

)

$

:2

3

,

X

<2

3

A%

!

2

i

#

)

$

,

X

A%

<:

9

2

i

#

)

$

<2

3

,

X

:2

3

A%

!

2

i

#

)

$

,

X

A%

::

9

2

i

#

)

$

:2

3

,

X

:2

3

A%

!
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5,

X

!

A%

9

#

5

1

#

2

i

#

)

$

,

X

A%

<<

$

5

)

:5

1

#

2

i

#

)

$

,

X

A%

:<

5

)

:

!!5

1

#

2

i

#

)

$

,

X

A%

<:

5

)

<5

1

#

2

i

#

)

$

,

X

A%

::

$

5

)

$&#

!

2

)

$

?

!!

现令矩阵
&

-

U

g-

U

_

#

5,

X

!

A%

$

#

)

,

!

A

)

-

%

#

)X

!

%

)U

!有

&

9

%

)

+

5

L

#

2

i

$

5

)

,

%

+

$10

#

2

i

$,

%

+

$10

#

2

i

$,

E

2

i

#

)

$

?

!!%

利用
2

i

#

)

$以及求得的矩阵
4

与
&

更新
2

i为

2

i

#

)c#

$

?

首先对更新后的
2

i

#

)c#

$进行拉直运算"

$10

#

2

i

$

#

)

<

#

$

9

$10

#

2

i

#

)

$

$

:

&

:

#

$10

#

4

$

由此可得
2

i

#

)c#

$

_

#

(

#

!-!

(

U

$

?

其次为了得到满足

条件
2

iX

T2

i

_'

U

的
2

i

#

)c#

$

!需要对
2

i

#

)c#

$的每一列做处

理!即对
2

X

(

+

#

!

)

!-!

U

,!令

=

(

#

)

<

#

$

X

9

(

#

)

<

#

$

X

#

(

#

)

<

#

$

X

$

X

T(

#

)

<

#

$

槡
X

!

最终得到的
2

i

#

)c#

$

_

#

=

(

#

!-!

=

(

U

$即为所求的更新

值
?

先给定收敛的正数
3

!若

5

$10

#

2

i

#

)

<

#

$

$

:

$10

#

2

i

#

)

$

$

5

)

>

3

!

则迭代停止!否则令
)_)c#

返回第一步继续迭代
?

由数据驱动方法求出适当的
"

?

本文利用交叉验证

法对
"

进行选优
?

N

!

数值模拟

本节对
;WeW2D

方法进行模拟研究!针对不同

的情形!分别与非线性降维的
eW2D

及半参数充分

降维的
WW2D

方法进行比较!显示出新方法在有限

样板时的良好表现
'

NOE

!

非线性降维情形

分别考虑满足
Z3Y

条件和不满足
Z3Y

条件的

如下两个非线性模型
'

模型
E

#不满足
Z3Y

条件$

!

假定因变量
G

满足

G

9

#

"

,

9

#

S

)

,

#

<

#

"

,

9

#

S

)

,

<3

!

3

4

H

#

*

!

#

$!

其中!#

S

#

!

S

)

!

S

5

!

S

!

!

S

4

!

S

"

$

X 由下面方式生成"

#

S

#

!

S

)

$

X服从多元正态分布
H

#

D

!

#

$!其中
#

_

#

%

,

X

$

)g)

!

%

,

X

_*a4

*

,̀

X*

%

S

5

_

*

S

#

cS

)

*

c

*

S

)

*3

#

%

S

!

_

*

S

#

cS

)

*

)

c

*

S

)

*3

)

%

S

4

服从参数为 1

S

)

#c1

S

)

的

两点分布%

S

"

服从参数为
$

#

S

)

$的两点分布!其中

$

#*$为标准正态分布的分布函数
?

+

3

#

!

3

)

,独立同

分布于标准正态分布
?

模型
C

#满足
Z3Y

条件$

!

假定因变量
G

满足"

G

9:

&A

#

/

$

1\

M

#

"

,

9

#

S

)

# $

,

!

/

4

/

#

*

!

#

$

其中!+

S

,

,

"

,_#

独立同分布于标准正态分布
?

下面在不同样本容量下分别用
;WWe2D

!

eW2D

及
WW2D

进行充分降维!利用数据驱动获得各方法

.IA/A

S

参数的优选!样本容量分别取
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图
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非线性结构下
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种方法的对比的箱线图
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