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基于 Merton模型与 MonteCarlo模拟的障碍期权定价对冲
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(中国科学技术大学管理学院统计与金融系,安徽合肥230026)

摘要:障碍期权是国内OTC市场报价交易频繁的一种典型期权,该类期权偿付的跳跃结构和路径

依赖性使得障碍期权的对冲一直是业界技术难题.通过对挂钩沪深300指数的向上敲出障碍期权

的定价对比分析,设计了一款适用于目前国内金融市场的障碍期权的对冲策略.主要通过Black-
Scholes-Merton模型解析解和MonteCarlo模拟方法进行期权定价和分析障碍期权的Greeks的

变动情况,依据delta的变化进行静态复制最大成本的测算和动态障碍价格外移边界的分析以及

10000条指数路径的模拟对冲,分析其平均对冲成本和极值效应,并选取2011~2016年沪深300
指数实际样本进行对冲策略的回测.结果显示在遍历法触发式外移障碍边界的对冲思路下对冲平

均成本显著降低,同时对冲极值和分位数的分布相对平滑,这反映了对冲策略表现良好,实现了障

碍期权的有效对冲.
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Abstract:BarrieroptionsastypicalexoticoptionsaretradingfrequentlyatthedomesticOTC(over-the
counter)market,whosejumpingstructureandpathdependencemakethehedgemethodaconstant
problemfortheindustry.Hereabarrieroptionshedgestrategyapplicabletocurrentdomesticfinancial
marketwasdesignedbyacomparativeanalysisforpricingtheup-and-outbarrieroptionsoftheCSI300
index.ThebarrieroptionspriceandtheGreekschangewereanalyzedthroughtheanalyticalsolutionofthe
Black-Scholes-MertonmodelandnumericalsolutionoftheMonteCarlosimulationmethod.Accordingto
thesimulated10000indexpathofhedgeandthevariationofdelta,thestaticreplicatemaximalcostwas
enumeratedandoptionsdynamicbarrierout-shiftboundarywasdeducedforanalyzingtheaveragehedge
costandextremeeffect.2011~2016actualCSI300wasselectedtoback-testandverifytheeffectivenessof
thehedgestrategy.Theresultsshowthatthehedgeaveragecostissignificantlyreducedunderthehedge



ideaofthetraversaltriggeroutwardmovingbarrierboundary,andthatthedistributionofthehedge
extremesandquantilesisrelativelysmooth,whichreflectsthegoodperformanceofthehedgestrategyand
theeffectivehedgeofthebarrieroption.
Keywords:barrieroptions;optionpricing;optionhedging;MonteCarlosimulation;Mertonmodel

0 引言

障碍期权是一种路径依赖型期权,其收益结构

通常可由普通欧式看涨/看跌期权的结构性变化而

成.向上敲出障碍期权的收益取决于期权存续期内

标的资产价格是否达到障碍价格,若达到障碍价格

或者击破障碍价格则期权被敲出作废,否则,该期权

的行权收益与普通欧式看涨期权相同.由于障碍期

权对于潜在收益最大值的可控效应使得障碍期权费

用低廉,颇受投资者的青睐.障碍期权的发行者亦可

限定价格上行或下行时作为期权义务的最大损失.国
内金融市场目前没有完备的期权市场,关于障碍期权

的报价交易普遍存在于OTC市场,而作为期权发行

者却苦于没有合适的障碍期权对冲方策,造成对冲成

本过高,收益存在不稳定性和风险性.本文通过挂钩

沪深300指数的向上敲出障碍期权探索适用于国内

市场障碍期权发行的定价工具与对冲策略.

1 文献综述

在障碍期权的定价研究方面,基于 Black-
Scholes模型下[1],Merton[2]最早发表有关障碍期

权的论文,提出了向下单边敲出看涨期权的解析解

公式,向下敲出期权类似于普通欧式期权,但是当价

格达到预先设定的较低的障碍价格时,期权被敲出

作废.之后,Reinner和Rubinstein[3]通过一系列共

有因子推导出标准障碍期权的的定价公式,这些解

析解公式至今仍是业界使用较为普遍的计算障碍期

权理论价格的定价方式.此后,Heynen和Kat[4,5],
Carr[6]研究了部分障碍期权和彩虹障碍期权的定价

方法,而对于障碍期权的数值解分析方式,主要有有

限差分法[7]和 MonteCarlo模拟方法[8].本文对障

碍期权的定价恰恰结合了Black-Scholes-Merton模型

解析解和MonteCarlo模拟数值解,通过对定价结果

的分析阐述,论证了向上敲出障碍期权定价结果之间

的差异,为后续研究障碍期权的对冲做定价基础.
对于障碍期权的对冲,学术界主要有两类方法:

静态复制和动态对冲.Merton[2]以其自身对障碍期

权显示解的研究,通过计算在该显示解下的delta
进行动态对冲,然而他表示障碍期权的delta在障

碍价格边界附近波动剧烈频繁,尤其是期权存续期

将截止并且价格在障碍价格附近时gamma值和

theta值很大,对冲效果不理想.动态对冲成本的过

高使得学者们研究出静态复制这一理论.Derman
等[9]以及Carr等[10-12]相继提出使用一系列与挂钩

标的障碍期权头寸相反的普通欧式期权进行复制交

易,这些普通欧式期权具有不同的执行价格和不同

的到期期限,从而匹配障碍期权障碍价格附近的期

权偿付结构.在Carr[12]等设定的框架中,对标的资

产的价格过程进行了限制,其假定漂移率为0,同时

假设波动率具有某种波动率特征,在这些假定下推

出了Put-Call-Symmetry,并在此基础上推出了各

种障碍期权的严格复制方法.但是这个框架之中的

假设太过苛刻,因此在放开漂移率为0的假设后,
便只能找到障碍期权价值的上界和下界,不能准确

复制了.Carr等[11]此后拓展了静态复制的框架,引
入系统波动率框架;而Derman等[9]没有对漂移率

做假设,但对期权品种有所要求;Chou等[12]对漂移

率进行了修正,提出需要一系列执行价不同,但到期

期限一致的普通期权.
基于静态复制和动态对冲障碍期权的方法,部

分学者针对交易费率和动态对冲的频率进行对冲敏

感性的研究[13-15].Tompkins[13]通过MonteCarlo模

拟仿真标的资产的路径,进行delta动态对冲并比

较Carr静态复制模型下交易费用,结果显示动态对

冲时交易费用会增加成本8.5%,而静态复制只增

加0.06%,表明静态复制是一种比较稳妥的方法.
Cvitanic等[14-15]利用super-replication复制奇异期

权的封闭解以及根据随机波动率框架下的期权复

制,解决了在交易费用下静态复制对波动率对称性

的依赖.而Jun等[16]基于反射原理提出了使用一系

列欧式和同类奇异期权进行障碍期权的静态复制.
然而上述方法在实际操作中面临着一些困难,

首先这种静态复制的方法要求市场上标的资产进行

连续性报价交易,这在实践中是不可能的,因此交易

者通过在规定的时间区间内交易———这就产生了对

冲误差,这也意味着在不断的交易时间间隔内发生

诸多交易成本,这种通过大量头寸复制一个非线性

损益组合在实际中也只能做到近似复制.其次,
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super-replication最大的缺陷在于将模型复杂化,其
依赖于非常严格的数学证明,造成由期权市场交易

带来的合约价格波动误差.
本文将在前人的基础上,结合静态复制与动态

对冲的优缺点,通过有解析解的 Black-Scholes-
Merton模型和有数值解的 MonteCarlo模拟比较

定价结果的差异,进而分析障碍期权希腊值的变动

情况,借鉴super-replication思路,通过在Carr模型

静态复制下计算复制最大成本和障碍价格对冲的外

移边界,通过单纯外移、蝶式外移、价差外移、遍历法

触发式外移等结构进行动态对冲,实现障碍期权动

态对冲的有效改进,探索适合国内机构障碍期权发

行者的动态对冲思路.

2 Black-Scholes-Merton模型解析解
与MonteCarlo模拟数值解

2.1 Black-Scholes-Merton模型解析解

在Black-Scholes-Merton模型假设下,障碍期

权的定价可归结为求解抛物型偏微分方程的混合问

题,对于该收益结构的产品为向上敲出障碍期权,向
上敲出的障碍期权满足以下偏微分方程:
∂c
∂t+

1
2σ

2S2∂
2c
∂S2+ r-q  S∂c∂S-rc=0,

cS,T  =(S-X)+,
c H,t  =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

  该向上敲出障碍期权定解区域为D={(S,t)|
0≤S≤H,0≤t≤T},当标的资产价格S≥H ,
期权失效.

对于式(1),学术界基于伊藤随机微分方程和风

险中性定价原理,可以得到障碍期权定价的解析解

公式.需要注意的是,根据障碍价格水平H 是否高

于执行价格X,其解析解的定价公式并不相同.
Reniner和Rubinstein[18]推导出标准障碍期权的定

价公式,障碍期权有向上、向下、敲出、敲入等不同分

类,而本文研究对象主要为向上敲出障碍期权(S<
H).Black-Scholes-Merton模型下的定价方法为

Cup-and-outS,t  =Se-q(T-t) N d1  -N d5    -

S
H  

-2
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S
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σ2
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lnS

H - r-q+
σ2
2  (T-t)
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,

d4=d3+σ T-t,
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-ln

X
S - r-q+

σ2
2  (T-t)

σ T-t
,

d6=d5+σ T-t,

d7=
-ln

SX
H2- r-q+

σ2
2  (T-t)

σ T-t
,

d8=d7+σ T-t,
式中,S为指数价格,X 为期权的执行价格,H 为障

碍水平,K 为期权发生敲入或者敲出后的支付,T
为到期时间,r为无风险利率,q为红利率,故而若

期权到期时间内价格未曾击破障碍水平和击破障碍

水平下该期权的收益为

Payoff=
max(S-X,0),ifS<HbeforeT;
K,athit 

(3)
  本文主要将Black-Scholes-Merton模型定价公

式与 MonteCarlo模拟定价做定价对比分析,解析

解公式详细证明可参考文献[2,3].
根据Black-Scholes-Merton模型解析解定价公

式,绘制向上敲出障碍期权的价值曲线图,通过改变

期限参数判断障碍期权价值曲线走向,并将其价值

曲线与普通欧式期权价值曲线相比较,分析该奇异

期权的优势所在(图1,图2).如图1(a)所示,向上

敲出障碍期权的价值随标的价格走势呈现倒U型

走势,当标的走势逐渐向障碍水平趋近时,期权价值

逐步增加后急转直下.而对于期权的存续时间而言,
期限越小,期权被敲出的概率越小,价值越高,峰度

越高,当期权期限无限逼近于障碍水平时,此为期权

收益,其在障碍水平附近收益存在跳跃性(图1
(b)).相较于香草期权,障碍期权由于收益结构的

跳跃性使得潜在收益低,因而价格更便宜(图2
(a));此外与普通欧式看涨期权不同的是,普通欧式

期权随着期权从虚值进入实值状态价格不断升高,
而向上敲出障碍期权却呈现山坡状,这是由于障碍

价格的存在使得期权价值不可能一直增大(图2
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(b)).另一方面,从图1,2中我们能够看到,标准的

障碍期权在标的资产价格逐步接近障碍值时进行

delta对冲时比较困难,当标的资产价格接近障碍值

时,障碍期权价格急转直下,这意味着在障碍值价格

水平附近,障碍期权delta的变动十分剧烈.对于期

权卖方而言,对冲的难度变得很大,主要是因为障碍

期权在此时有很高的gamma风险.

图1 向上敲出障碍期权价值曲线图

Fig.1 Thevaluecurveofup-and-outbarrieroption

定价参数:S=100,X=102,H=118,r=0.07,sigma=0.25,K=0.03,T=1,q=0
图2 障碍期权与香草期权价值对比图

Fig.2 Valuecomparisonofbarrieroptionsandvanillaoptions

2.2 MonteCarlo模拟定价数值解

MonteCarlo模拟方法是在风险中性世界(标
的资产的收益率等于无风险利率,与标的资产自身
无关),通过数值方法模拟,随机产生若干条标的资
产的价格路径,取各路径收益的均值,再以无风险利
率进行贴现得到期权的价格.根据上述分析得到

MonteCarlo定价方法如下:
CSt,τ  =                
ISt|max<H  exp(-rτ)EQ[V(St,τ)|Ft]=

ISt|max<H  exp(-rτ)EQ[max(ST -X,0)].
其中,

ST =Stexp r-
1
2σ

2  τ+σ(W T  -W(t))  =

Stexp r-
1
2σ

2  τ+στε)  ,ε~N(0,1);

V ST,0  =
1
n∑

n

i=1
V(ST,i,0),

CS0,0  =exp(-rT)V(ST,0).
  利用MonteCarlo模拟10000条价格路径,每
条路径设定步数为2000步,依次进行50次计算可

以分别得到障碍期权价值均值与方差.通过计算不

同年度下障碍期权的价值,并将其结果与Black-
Scholes-Merton模型下解析解定价结果相比较,结
果如表1,2所示.通过表1,2的解析结果和模拟结

果可 以 看 出,Black-Scholes-Merton 模 型 下 和

MonteCarlo模拟下期权价格差异化很小,模拟定
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价显示较为稳定.此外,我们绘制了60日滚动历史

波动 率 (sigma60)、180 日 滚 动 历 史 波 动 率
(sigma180)、Garch(1,1)模型下估计的波动率
(sigmaGarch)对期权价格的影响图示(图3),时间

窗口选择2009~2016年,对比沪深300指数波动率

走势图可以清楚地看到2015年熊市转换期间,当波

动率走高时,恰恰是障碍期权的价值进入低谷期的

阶段;而当波动率走低时,恰恰是障碍期权价值较高

的阶段.譬如在2016年下半年至2017年中,波动率

处于历史低点,障碍期权价格较高.其原因主要在于

敲出障碍期权的收益结构决定了当波动率较高时,
障碍期权敲出概率大,潜在收益低,自然期权的价值

也就低,反之亦然.
表1 历史波动率下障碍期权价值比较

Tab.1 Valuecomparisonofbarrieroptions
underhistoricalvolatility

年份
历史波

动率σ
期限

T/a

Black-
Scholes-
Merton模型

Monte
Carlo
模拟

模拟

方差

2009 0.3614 1 0.14380.13820.000085
2010 0.272 1 0.29290.30240.000209
2011 0.2198 1 0.49870.51620.000351
2012 0.2013 1 0.61730.64270.000519
2013 0.2236 1 0.47820.49750.000339
2014 0.1985 1 0.63830.66450.000406
2015 0.4322 1 0.09420.08760.000064
2016 0.2304 1 0.44400.46330.000353

[注]定价参数:S=100,X=102,H=118,r=0.07,sigma=0.
25,K=0.03,T=1,q=0.

无论是基于解析解的定价结果还是基于Monte
Carlo模拟下的定价结果均向我们揭示了一个规

律:市场定价的无差异化使得各家机构间报价交易

的期权产品价值无异,而能够通过不断发行产品获

得持续收益则必定要做好对冲工作,对冲成本越低

则收益越高.通过对比在60日历史波动率,180日

历史波动率,Garch(1,1)波动率下障碍期权价值变

化曲线(图3),我们发现,当波动率较低时,障碍期

权的价值普遍较高;反之,波动率较高时,其障碍期

权的价值普遍较低,这与普通看涨期权的价值变化

恰好相反.同时也就意味着作为期权发行者而言,当
市场上的波动较缓时,欧式期权的期权费收入会缩

水,而障碍期权的价值较高,期权费收入较高.
表2 已实现波动率下障碍期权价值比较

Tab.2 Valuecomparisonofbarrieroptions
underrealizedvolatility

年份
已实现波

动率σ
期限

T/a

Black-
Scholes-
Merton模型

Monte
Carlo
模拟

模拟

方差

2009 0.3227 1 0.1904 0.189 0.000118
2010 0.2469 1 0.37370.38650.000207
2011 0.2032 1 0.60350.62580.000486
2012 0.1983 1 0.63980.66340.000332
2013 0.216 1 0.52050.54020.000542
2014 0.1906 1 0.70280.72960.000613
2015 0.3898 1 0.11980.11610.000090
2016 0.2087 1 0.56590.58570.000469

[注]定价参数:S=100,X=102,H=118,r=0.07,sigma=0.
25,K=0.03,T=1,q=0.

图3 沪深300指数波动率走势(a)及期权价值走势(b)
Fig.3 CSI300indexvolatilitytrend(a)andoptionvaluemovements(b)

2.3 障碍期权Greeks风险分析

进一步地,为了更好地对冲障碍期权,需要了解

到障碍期权的希腊值的变化情况.我们通过中心差分

法给出不同存续期下障碍期权Greeks(图4).中心差

分法计算障碍期权不同希腊字母的计算方法如下:

△=
F(S+ΔS)-F(S-ΔS)

2ΔS
(4)

Γ=
F(S+ΔS)-2F(S)+F(S-ΔS)

ΔS2
(5)

V=
F(σ+Δσ)-F(σ-Δσ)

2Δσ
(6)
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Θ=
F(t)-F(t-Δt)

Δt
(7)

ρ=
F(r+Δr)-F(r-Δr)

2Δr
(8)

式中,Δ代表delta,Γ 代表gamma,V 代表vega,Θ
代表theta;ρ代表rho.
  障碍期权由于其特性,在敲入或者敲出后delta
会瞬间清零,从图4我们可以看到,障碍期权的

gamma在执行价格附近达到最大值,进而随着标的

资产价格的增长急转直下,尤其是在临近障碍价格

附近变动明显.同时也说明了障碍期权的delta在

临近障碍价格时变动剧烈,造成动态对冲交易频繁,
交易成本上升,冲击成本增高.vega随着标的资产

价格上升,其绝对值不断变大,尤其是在标的资产向

障碍值逼近中,期权价值对波动率的敏感性会急剧

上升;theta也反映了在期权临近障碍值附近时时间

价值骤然下降;而rho总体而言对障碍期权价值变

化的敏感性较为稳定.而对于期权卖方而言,当标的

资产价格接近障碍值时,期权卖方需要大量卖出标

的资产,以使delta由负值变为零.同时,缺点也很

明显,一旦没有触线,需要重新买回标的资产的头

寸,而由于此时价格已经接近障碍值,大量买进的操

作也会助推标的资产价格进一步上涨,使其更有可

能达到障碍值.
定价结果的无差异化使得我们继续探究障碍期

权在Black-Scholes-Merton模型解析解和 Monte
Carlo模拟数值解下不同希腊风险值的差异,这里

主要探讨delta风险.在图4中,随着标的价格向上

逐渐接近于期权执行价格,向上敲出障碍期权由深

度虚值向实值转变,其delta在这一阶段的走势类

似与普通看涨期权,但当标的价格大于执行价格并

接近于障碍水平时,期权价格由于敲出概率增大而

迅速贬值.当期权发生敲出之后delta骤降为0;而
对于同一障碍期权不同存续期下希腊字母走势虽然

具有相似性,即当标的价格高于期初价格时期权

delta为负,且随着标的价格靠近障碍价格时delta
增大,持续到期权敲出delta变为0,但相较于长存

续期,存续期较短的障碍期权delta变化更加剧烈,
这均有异于普通看涨期权的delta值变动,也即意

味着对冲难度高,冲击成本高.

Greeks计算参数:S=100,X=102,H=118,r=0.07,sigma=0.25,K=0.03,T=1,q=0.
图4 向上敲出看涨障碍期权希腊值

Fig.4 Greekvalueofup-and-outbarrieroption
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3 障碍期权的对冲

3.1 MonteCarlo模拟对冲

障碍期权的对冲涉及两大对冲方法:静态对冲

方法和动态对冲方法.
所谓静态对冲方法所依据的原理是Carr等[11]

提出的等价模型,其指出障碍期权与同期限的欧式

期权的某种组合在一定条件下是等价的,因此在卖

出障碍期权后直接到场内具有期限匹配的欧式期权

市场上根据等价公式构造欧式期权的某种组合,其
等价于买入一个障碍期权,这就对冲了原先卖出障

碍期权的风险,由于两种组合等价,买入欧式期权组

合之后在到期日之前就无须调整.但是在中国现有

资本市场环境下,由于场内交易的期权还未推出,场
外期权都是由机构定制的,缺乏完备的期权市场.可
供选择的金融产品尚缺,相应的静态对冲较难实现.

动态对冲方法是在发行障碍期权后,动态计算

障碍期权对特定风险因素的敏感性,然后用同一标

的资产的其他产品来动态对冲障碍期权的涨跌风

险.这一对冲方式需要不断调整其他对冲产品头寸

的数量.其复制原理就是类似于对冲卖空看涨期权

后进行delta动态对冲的过程,不断调整现货保持

持有delta值头寸,来模拟持有障碍期权时所持有

的delta头寸,这样持续直至标的资产价格超过敲

出价格H 较远时,停止动态对冲过程,或者持续至

期权合约到期结束.
我们先在理想状态下做障碍期权的模拟对冲:

先通过MonteCarlo方法模拟出10000条沪深300
指数价格路径,同时假设使用沪深300股指期货来

对冲,假设其价格与股指现货的价格一致,或者在变

动上同步,这样一来我们就可以在理想的状态下,比

较不同对冲策略的对冲效果.标的资产现价100,执
行价格102,障碍价格118,到期时间为1年,波动率

为固定历史波动率25%.用Black-Scholes-Merton
模型和MonteCarlo模拟进行定价,分别为:0.3622
和0.3712.市场定价结果的无差异化使得期权发行

者更关心的是期权产品发行后对冲成本的总体差异

以及可能出现的巨额亏损.因此我们通过 Monte
Carlo模拟产生2000步共10000条路径,共模拟对

冲10000次.表3列出了期权对冲结果的主要统计

指标.
表3 delta动态对冲结果

Tab.3 Resultofdynamichedgingfordelta

动态对冲

平均成本

标准

差
峰度

极大

值

上5%
分位数

上1%
分位数

1.1829 1.9455 16.63 23.39 7.7781 11.4999

  从表3可以看出,模拟对冲10000次后,平均

成本不仅没有收敛到期权价值,而且对冲成本是期

权价值的近4倍.从标准差、极值、分位数等的结果

分析,产生的极值路径很多,而且极值很大,也即对

冲的极端风险很大.在MonteCarlo模拟对冲10000
次的结果中,可以分别得到delta对标的价格走势

的敏感性和对冲成本的分布情况(图5),从图5可

以看到,随着到期日的临近与障碍价格的迫临,障碍

期权的delta一度达到-12,对冲成本的分布集中

于0~4之间,delta的剧烈变动和对冲成本的巨大

都表明在模拟动态delta对冲下,出现极值的路径

概率大,对冲误差的持续放大造成对冲成本的骤然

增高.我们也不难发现,在对冲成本中右方出现拖尾

现象,说明期权发行者对冲时会出现巨额亏损.

图5 MonteCarlo模拟下的delta(a)和对冲成本分布(b)

Fig.5 deltaandhedgingcostdistributionunderMonteCarlosimulation

219 中国科学技术大学学报 第48卷



  在Carr的静态复制模型中,提出了单边障碍期

权和双边障碍期权的复制方法.依据该模型下的期

权复制方法,通过计算障碍期权静态复制成本的上

界,并将其与动态对冲下的理论成本相比较,如果动

态对冲的理论成本已经超出了这个上界,那么显然

采用动态对冲便没有了意义.因此,首先要根据

Carr的静态复制模型确定动态对冲外移边界的最

大值.基于看涨看跌平价关系和波动率对称性假设:
C=P+(F-K)e-rT (9)

σ(Ft,t)=σ(
F2

Ft
,t) (10)

式中,Ft 为时间t时刻的期货价格,F 为当前期货

的价格,Ft>0且t∈[0,T].则有Europeanput-
callsymmetry:考虑在一个无摩擦的市场环境中,
无套利机会,无漂移率,则对称关系如下:

C(K)K-
1
2 =P(H)H-

1
2,

式中,K,H 分为普通看涨看跌期权的执行价格,
(KH)1/2=F.

考虑一个向上敲出的看涨期权,由Carr首次提

出可以进行如下的复制组合[11]:
UOC(K,H)=C(K)-UIP(K,H)-

(H -K)UIB(H),H >K,F (11)
式中,UIB(H)为一个向上敲入的债券,表示在到期

日之前若价格达到 H,则可以得到1元的偿

付.UIB(H)同样可以有期权复制如下:
UIB(H)=2BC(H)+H-1C(H),H >F

(12)
式中,BC(H)为标的资产价格高于H 偿付1元的

两值期权.此处涉及两值期权的定价,本文采用的是

Black模型下计算两值期权的价值.综上分析,有
UOC(K,H)=C(K)-KH-1C(H2K-1)-
(H -K)(2BC(H)+H-1C(H)),H >K,F

(13)
  我们知道在完备的市场中,一份远期合约的价

格有H ≤H(t)≤HerT ,则
UOC(K,H(t))≤UOC(K,HerT) (14)

这个上界即为我们对冲障碍期权复制成本的上界,
有UOC(K,H +Δx)≤UOC(K,HerT),解得的

Δx即为障碍价格外移边界的最大值.依据本文中障

碍期权产品参数设置,S=100,K =102,H =
118,T=1,r=0.07,α=0.25,q=0,该障碍期权最

大外移边界为6.43,超过6.43的外移边界的对冲

成本将高于复制期权的损益.

为了更好地对冲障碍期权,我们得到静态复制

下的最大外移边界,从期权的收益结构入手,通过外

移障碍边界复制收益结构和原期权收益结构几乎完

全一致的期权,改变原有障碍期权在障碍价格这一

断点附近的特征,平滑断点附近的delta的变化的

频繁程度和剧烈程度.我们提出以下四种思路进行

模拟对冲:单纯外移边界法,蝶式外移边界法,价差

外移边界法,遍历法触发式外移边界法.单纯外移边

界法即在已知发行期权产品要素的情况下,预先设

置一个新的障碍价格:新障碍价格=原障碍价格+
外移边界.期权发行者按照新的障碍价格下期权的

delta进行对冲.蝶式外移边界即蝶式结构实质是对

原敲出边界H 与虚拟敲出边界H1之间的到期偿

付进行修改,变成一个快速下降的结构.从定价来

看,这个蝶式结构可以由一个执行价为X,敲出边

界为H 的看涨期权多头和H -X
Δx

份以H 为执行

价,敲出边界为 H1的看涨期权空头复制,则V=

UOC(X,H)-
H -X
Δx UOC(H,H +Δx).由此进

行蝶式障碍价格的外移.价差外移边界法即价差结

构的虚拟期权也是由不同的期权构成的组合,其复

制结构为:一份执行价为X,敲出价为 H1的多头

看涨期权,和一份执行价为H,敲出边界为H1的

空头看涨期权:
V=UOC(X,H +Δx)-UOC(H,H +Δx).
  遍历法触发式外移边界法即通过遍历 Monte
Carlo模拟的所在路径的每一步,在标的价格触发

障碍价的时候,以新障碍价的delta做对冲,否则按

照原障碍价格计算delta作动态对冲,逐步确定合

适的触发价格(即触发使用新障碍价格的标的价格)
以及适当的外移边界.

无论是单纯的外移边界、蝶式外移边界、价差式

外移边界还是遍历法触发式外移均是通过不同的方

式外移障碍价格得到一个虚拟的障碍价格,以虚拟

障碍价格下的delta进行对冲,4种方法下对冲最优

解如表4所示,具体对冲结果可在本文附录查阅.根
据对冲的结果,我们选取 MonteCarlo模拟下每种

外移边界法下最优的结果进行对冲比较和对冲效果

的展示(表5).如表4,表5所示,4种方法均在不显

著改变对冲均值的前提下,显著性地降低了对冲成

本的极值效应,尤其是遍历法触发式外移法,将对冲

均值降低20.5%,极值降低51.1%,极大地改善了
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期权发行者在对冲成本上的损失.其原因在于这种

触发性质的外移,使得向上敲出障碍期权的收益函

数发生了改变,其收益函数类似于软障碍期权,在未

触发前,允许合约逐步地被敲入或敲出,等同在合约

中指定两个障碍水平,一个较高的U 和一个较低的

L.在敲出期权中,资产价格处于两个障碍之间的距

离决定了合约被敲出的比例.例如假定一个向上敲

出期权有一个软障碍水平介于110和120之间.如
果最大资产价格在到期日之前达到115,那么收益

中将有5/10或者说50%损失掉.这种触发效应的

外移结构设计使得期权在delta对冲时有了较大的

缓冲空间,同时也具有较低的gamma风险,因此相

比较普通外移结构更加完善和可靠.

表4 不同对冲方法下对冲最优解

Tab.4 Optimalhedgingsolutionunderdifferenthedgingmethods

对冲比较 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

delta动态对冲 1.1829 1.9455 16.63 23.39 7.7781 11.4999
单纯外移 1.219 1.7765 11.0743 14.175 7.3024 10.0232

蝶式复制外移 1.2977 1.6984 9.0721 11.5579 6.9793 8.9084
价差复制外移 1.3118 1.7144 9.2416 10.8897 6.9707 8.8297

遍历法触发式外移 0.9402 1.6067 11.1833 11.4324 6.4421 8.6529

表5 以delta动态对冲为基准,不同对冲方法的对冲效应

Tab.5 Thehedgeeffectunderdifferentmethodsbasedondeltadynamichedge

对冲效果 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

单纯外移 ↑3.1% ↓8.7% ↓33.4% ↓39.4% ↓6.2% ↓12.8%
蝶式复制外移 ↑9.7% ↓12.7% ↓45.4% ↓50.6% ↓10.3% ↓22.5%
价差复制外移 ↑10.9% ↓11.9% ↓44.4% ↓53.4% ↓10.4% ↓23.2%

遍历法触发式外移 ↓20.5% ↓17.4% ↓32.8% ↓51.1% ↓17.2% ↓24.8%

  上述方法均是基于不断地外移障碍边界的思路

来操作,我们发现动态对冲平均成本和极值均有大幅

下降,并且平均对冲成本向障碍期权的理论价值收

敛,而对冲成本的极大值虽有大幅降低,但在相同的

外移边界下,不同方法的对冲成本极大值大致相同.
因此本文将MonteCarlo模拟下的该极值路径筛选出

来进行作图分析其delta在临近到期日时的变化情

况,如图6所示.在该极值路径下标的价格一路冲高,
一直刺破障碍价格,而delta在障碍价格附近亦然达

到-12,这意味着期权发行者此时delta头寸为12,如
此大的delta使得发行者不得不大量卖空现货标的或

者期货标的,使得delta头寸保持中性,而大量的头寸

的卖空与标的资产市场价格走势不断刷出新高的情

况下,使得卖空标的造成巨额亏损.

图6 MonteCarlo模拟下的极端路径和delta走势

Fig.6 ExtremepathanddeltatrendunderMonteCarlosimulation
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3.2 实际样本路径的对冲

针对MonteCarlo模拟下的10000条路径,我
们找到了障碍期权相对较为有效地减少对冲成本

的方法,主要是不同触发价格下的障碍价格外移

边界.该方法不仅有效地降低了对冲的平均成本,
而且在极端价格路径下,根据对冲成本极值的表

现情况来看,有效地减少了极端路径下的极值成

本.在实际应用中,我们将结合SLSG(stop-loss
start-gain)策略[17,19]与合适的障碍价格外移方法

进行动态对冲.
SLSG策略:当现货价格大于执行价K 时,以

无风险利率借入资金用于买入和期权数量相同的现

货或期货,以避免现货或期货继续上涨带来的损失;
当现货或者期货价格小于执行价K 时,卖出所有股

票,并偿还借款.以这种交易方式,在期末的清算中,
可以得到和看涨期权完全相同的收益.SLSG对冲

策略中,仅以执行价K 作为分界线,选择不同的

delta值,但是障碍期权的不同在于:除了有执行价

K 之外,还有一个敲入和敲出水平.以向上敲出障

碍期权为例,在价格接近敲出水平时,delta会趋向

于无穷小,因此,对于卖向上敲出障碍期权的一方,
必须持有无穷多份股指期权空头才能实现delta中

性.这在实际市场中显然是无法实现的.
因此,本文结合MonteCarlo模拟下的最优对

冲外移边界方法和SLSG策略在敲出水平H 下方

选择一个触发价格H1,并依据价格所处位置,分为

以下区间:[0,执行价格K],[执行价格K,触发价

格H1],[触发价格H1,障碍价格H],[障碍价格,
∞].在各个区间的持有头寸的delta计算分为

[0,K]:视delta为0,不持有任何期货头寸;
[K,触发价格H1]:以期权的障碍价格下计算

delta,计算期货持有头寸;
[触发价格H1,障碍价格H]:以障碍价格+外

移边界(触发,触发蝶式,触发价差)计算delta以及

期货头寸;
[障碍价格,∞]:期权触发,delta为0,期货头

寸全部平仓.
其中,对冲总成本=支付客户收益+资金占用成本

+交易费用+期货头寸损益.
由于基于MonteCarlo模拟10000条价格下,

极端路径较多,其成本一般高于期初期权费的收入.
因此在实际沪深300指数样本路径中,我们采用

SLSG策略结合上述障碍价格外移边界的思路进行

对冲回测,这里以2011~2016年为样本价格路径为

例.此处主要考虑对于挂钩指数的障碍期权,国内可

对冲的工具主要为股指期货,而IF300股指期货于

2010年4月上市交易,因此样本路径被迫选择2011
~2016年.

针对2011~2016年这6条沪深300指数价格

路径,选取滚动的沪深300股指期货活跃合约进

行对冲策略回测,其中资金占用成本利率为7%,
波动率选取滚动180日历史波动率,时间期限为1
年,执行价格为期初的102%,障碍价格为期初价

格的118%,期权敲出损益记为3%,红利率为0,
交易费率为0.15%,股指期货交易最低保证金比

例为10%.上述数据均选取能够匹配市场的实际

数据,从而可以得到更清晰地回测对冲效果(表6,
图7~12).表6给出了2011~2016年详细的基于

沪深300指数对冲回测结果,期权发行者收益是

理论结果与对冲总成本的差值.图7~12绘制了

每个年度的标的走势,对冲总成本走势,所收期权

费走势和delta走势.标的走势纵轴均已换算,起始

日标的价格为100,相对应的对冲总成本和期权费

是以标的价格基准而计算;横轴均为每一年的实

际交易日天数序列.例如:2016年,期初价格100
时,此时所收期权费为0.1268,对冲总成本为1.
1829.在2011~2016年这六年中,其中2011年,
2013年,2016年障碍期权未曾敲出;2012年期权

恰好敲出,2014年期权敲出后沪深300指数未回

调,2015期权敲出后指数回调,对冲成本为负时,
则期权发行者为对冲障碍期权在股指期货的头寸

中获得收益.值得注意的是,2016年对冲亏损较

大,其主要原因在于2016年价格走势期初走低,
策略表现delta为0,但在第222至223个交易日,
价格达到执行价边界,此时delta为正,根据delta
对障碍期权存续期限的敏感性,此时期权存续期

已经只有一个月,策略上开始依 据delta买 进

IF300头寸,结果价格急转直下,使得刚刚买进的

期货头寸造成较大亏损.
因此,基于静态复制成本计算障碍价格最大

外移边界,采用不同的外移边界方式,使得蒙特卡

洛模拟下10000路径的平均对冲成本较低,理论

结果显示可以大幅较低平均成本和极端路径下

的对冲成本.模拟对冲结果显示不同对冲方法下

平均对冲成本从低到高的依次排序为:遍历法触

发式外移,纯外移,蝶式复制外移,价差复制外
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移;降低极值效应的有效性的依次排序为遍历法

触发式外移,蝶式复制外移,价差复制外移,纯外

移.这四种方法均可以有效地改进障碍期权动态

对冲的 效 果.根 据 模 拟 对 冲 的 最 优 边 界 结 合

SLSG策略下的实际样本对冲回测,结果反馈对冲

思路有效且具备实用价值,不仅降低了期权发行者

的对冲成本,更加改善了当前市场对于障碍期权难

于对冲的窘境.

表6 2011~2016年沪深300指数对冲回测结果

Tab.6 CSI300hedgingresultsin2011~2016
理论期权费 对冲总成本 期权发行者收益

2011年 0.6378 -0.3053 0.9431
2012年 0.651 0.4768 0.1742
2013年 0.443 -0.4727 0.9157
2014年 1.1006 1.0923 0.0083
2015年 0.0966 0.1072 -0.0106
2016年 0.1268 1.1829 -1.0561

图7 2011年沪深300指数对冲分析图

Fig.7 CSI300hedgeanalysischartin2011

5 结论

本文通过对向上敲出障碍期权进行定价发现无

论是基于解析解的定价结果还是基于MonteCarlo
模拟下的定价结果差异性较小,在存在广泛规模经

济的金融市场,市场定价的无差异化使得金融机构

间报价交易的相关障碍期权产品无异,而能够通过

不断发行产品获得持续收益的必定要做好对冲工

作,对冲成本越低廉则收益越高.在解析解与数值解

的定价比较下,当市场上的波动较缓时,欧式期权的

期权费收入会缩水,而障碍期权的价值较高,收入的

期权费较高.作为金融机构期权的发行者可以根据

当前以及未来市场行情波动情况来合理决定发售期

权类别的比例,从而增加收益.
相较于普通欧式期权的对冲方式,障碍期权其

障碍价格附近delta变化剧烈且delta绝对值较大,
普通的delta对冲成本较高,极值成本偏大.而国内

缺乏完备的期权市场,静态复制在国内不可行.本文

总结障碍期权的静态复制与动态对冲两种方法,设
计新的对冲思路———基于静态复制成本计算障碍价

格最大外移边界的动态对冲方法,提出了四类外移

边界方案:遍历法触发式外移,单纯外移,蝶式复制

外移,价差复制外移,并分别比较四种方法下向上敲

出障碍期权的对冲效果.最后通过 MonteCarlo模

拟下找到最优的对冲外移边界,结合SLSG策略,本
文对2011~2016年沪深300指数的走势进行实际

对冲回测.回测结果中,遍历法触发式外移边界不仅

降低对冲平均成本,平滑对冲极值和分位数的分布,
并且存在通过对冲现货头寸获得额外补偿收益的可

能,对冲策略表现良好,实现了障碍期权动态对冲思
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图8 2012年沪深300指数对冲分析图

Fig.8 CSI300hedgeanalysischartin2012

图9 2013年沪深300指数对冲分析图

Fig.9 CSI300hedgeanalysischartin2013

路的改进.
尽管本文给出了在控制风险的同时可以降低对

冲成本的有效改进方法,但仍然存在未被考虑在内

的影响对冲成本的潜在因素.其一,跟踪误差,虽然

IF300股指期货与沪深300指数之间相关性很强,
但在不同的市场环境下流动性、交易反应时间等因
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图10 2014年沪深300指数对冲分析图

Fig.10 CSI300hedgeanalysischartin2014

图11 2015年沪深300指数对冲分析图

Fig.11 CSI300hedgeanalysischartin2015

素受到市场价格与市场预期的影响,通常会出现期

货贴水或升水的状态,因此股指期货与现货之间的

误差始终不会完全消除,从而造成对冲过程中不能

完美地复制.其二,在对向上敲出障碍期权的模拟对
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图12 2015年沪深300指数对冲分析图

Fig.12 CSI300hedgeanalysischartin2016

冲与实证对冲中,运动delta计算的股指期货交易

头寸不可避免地存在小数位头寸,难以精确实施对

冲.由于期权具有非线性收益的特性,本文在对向上

敲出障碍期权进行虚拟外延边界下的delta动态对

冲只能对冲掉一定程度的线性风险,而对非线性头

寸的风险度量欠缺考虑.在后续的研究中,将着重研

究对于障碍期权不完美对冲下的对冲思路与方法.
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附录
该期权产品参数为1年期,执行价格102,障碍价格118,无风险利率7%,波动率25%.值得注意的是,

不同产品参数背景下,该最优触发价格和新的虚拟障碍价格外移边界不同,因此针对不同期权参数,触发价

格和虚拟障碍价格不同,需要重新进行遍历计算.
表A1 单纯外移边界法对冲结果

Tab.A1 Hedgeresultofpureoutwardmovingbarrierboundary

外移边界 新障碍价格 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

0.5 118.5 1.1944 1.8681 13.0042 19.5062 7.5388 10.7041

1 119 1.2063 1.8138 11.7162 16.2962 7.384 10.3147

1.5 119.5 1.219 1.7765 11.0743 14.175 7.3024 10.0232

2 120 1.2323 1.7488 10.6402 13.489 7.2354 9.773

2.5 120.5 1.246 1.7287 10.304 12.9408 7.1767 9.5397

3 121 1.2599 1.7157 10.0179 12.4233 7.1248 9.352

5 123 1.443 1.5248 16.8717 8.8999 5.4361 6.7137

6.43 124.43 1.5151 1.7568 16.3469 8.6909 5.5023 6.697

表A2 蝶式外移边界法对冲结果

Tab.A2 Hedgeresultofspreadoutwardmovingbarrierboundary

外移边界 新障碍价格 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

0.5 118.5 1.0083 1.9613 12.3933 20.3539 7.5856 10.938

1 119 1.1541 1.8506 11.7177 17.2264 7.3919 10.425

1.5 119.5 1.1842 1.7618 11.2441 15.3269 7.3078 10.1117

2 120 1.2054 1.7608 10.8752 14.156 7.2421 9.8543

2.5 120.5 1.2231 1.735 10.5412 13.5661 7.1853 9.6313

3 121 1.2391 1.7168 10.2202 13.0563 7.1337 9.4389

5 123 1.2977 1.6984 9.0721 11.5579 6.9793 8.9084

6.43 124.43 1.3394 1.7257 8.4841 10.8456 6.9039 8.6506

8 126 1.3868 1.7847 8.0971 10.3253 6.8514 8.4703

表A3 价差外移边界法

Tab.A3 Hedgeresultofbutterflyoutwardmovingbarrierboundary

外移边界 新障碍价格 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

0.5 118.5 1.1911 1.8701 13.0062 19.5327 7.54 10.711

1 119 1.203 1.8156 11.7255 16.3544 7.3844 10.3215

1.5 119.5 1.2158 1.778 11.0941 14.2398 7.3029 10.0314

2 120 1.229 1.7499 10.6733 13.5723 7.2361 9.7828
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续表A3

外移边界 新障碍价格 动态对冲平均成本 标准差 峰度 极大值 上5%分位数 上1%分位数

2.5 120.5 1.2424 1.7293 10.3308 13.0385 7.1777 9.5521

3 121 1.256 1.7154 10.0337 12.542 7.1262 9.3644

5 123 1.3118 1.7144 9.2416 10.8897 6.9707 8.8297

6.43 124.43 1.3538 1.7555 8.9502 10.5466 6.8953 8.6019

8 126 1.4019 1.8279 8.7572 10.4432 6.849 8.4471

表A4 遍历法触发式外移边界法

Tab.A4 hedgeresultoftraversaltriggeroutwardmovingbarrierboundary
触发

价格

外移

边界

新障碍

价格

动态对冲

平均成本
标准差 峰度 极大值

上5%
分位数

上1%
分位数

-1

0.5 118.5 1.1471 1.8554 13.7865 19.5062 7.4787 10.7629

1 119 1.1405 1.82 12.7034 16.2962 7.3793 10.512

1.5 119.5 1.1333 1.7998 12.2737 14.1847 7.3487 10.3395

2 120 1.1254 1.7879 12.0415 14.1847 7.3269 10.1978

2.5 120.5 1.1166 1.7823 11.8755 14.1847 7.3079 10.0817

-2

0.5 118.5 1.1074 1.7948 13.932 19.5062 7.2356 10.3741

1 119 1.1012 1.7572 12.5113 16.2962 7.125 10.0618

1.5 119.5 1.0944 1.7344 11.7857 14.175 7.0856 9.8249

2 120 1.0869 1.7203 11.3156 13.489 7.0558 9.6165

2.5 120.5 1.0784 1.7131 10.9648 12.9408 7.0294 9.4352

3 121 1.069 1.7122 10.6962 12.4223 7.0071 9.2948

4 122 1.0474 1.7263 10.3698 11.4324 6.9718 9.0797

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

-3

0.5 118.5 1.0786 1.7651 14.5457 19.5062 7.1183 10.309

1 119 1.0722 1.7252 12.9612 16.2692 6.9943 9.9677

1.5 119.5 1.0622 1.7007 12.112 14.175 6.9444 9.7008

2 120 1.059 1.685 11.5393 13.489 6.9079 9.4593

2.5 120.5 1.0509 1.765 11.0994 12.9408 6.8745 9.2494

3 121 1.0419 1.6745 10.757 12.4233 6.8437 9.0844

4 122 1.0211 1.6871 10.3343 11.4324 6.795 8.8218

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

-4

0.5 118.5 1.0472 1.7383 15.1966 19.5062 7.0075 10.2752

1 119 1.0411 1.6947 13.4737 16.2692 6.86 9.9018

1.5 119.5 1.0344 1.6672 12.5202 14.175 6.7913 9.6173

2 120 1.0272 1.6495 11.8594 13.489 6.7395 9.3638

2.5 120.5 1.0792 1.6395 11.343 12.9408 6.6944 9.1454

3 121 1.0114 1.6365 10.9362 12.4233 6.655 8.9581

4 122 0.9904 1.6485 10.4262 11.4324 6.5929 8.6659

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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续表A4
触发

价格

外移

边界

新障碍

价格

动态对冲

平均成本
标准差 峰度 极大值

上5%
分位数

上1%
分位数

-5

0.5 118.5 1.0213 1.7182 15.7673 19.5062 6.9318 10.2396

1 119 1.0156 1.6738 13.9771 16.2962 6.7789 9.8701

1.5 119.5 1.0094 1.6458 12.9826 14.175 6.7064 9.5944

2 120 1.0028 1.6276 12.2873 13.489 6.652 9.3466

2.5 120.5 0.9954 1.6173 11.7373 12.9408 6.6057 9.1345

3 121 0.9872 1.6143 11.2977 12.4233 6.5657 8.9513

4 122 0.9686 1.6265 10.7294 11.4324 6.5313 8.6631

4.5 122.5 0.9583 1.6405 10.5654 10.9584 6.4782 8.5547

5 123 0.9473 1.6589 10.4535 10.6067 6.4599 8.4692

8 126 0.8698 1.828 10.2229 10.5941 6.4115 8.2118

10 128 0.8091 1.9949 10.0198 10.3301 6.4328 8.168

-6

1 119 0.9835 1.6547 14.6192 16.2962 6.7187 9.8528

2 120 0.9718 1.6078 12.8546 13.489 6.5907 9.3293

2.5 120.5 0.965 1.5973 12.2748 12.9408 6.5439 9.1188

3 121 0.9574 1.5942 11.8064 12.4233 6.5041 8.9373

3.5 121.5 0.9492 1.5976 11.4471 11.9167 6.4701 8.7859

4 122 0.9402 1.6067 11.1833 11.4324 6.4421 8.6529

4.5 122.5 0.9306 1.621 10.9921 10.9854 6.4198 8.5472

5 123 0.9204 1.6398 10.8527 10.6067 6.4027 8.4631

5.5 123.5 0.9066 1.6627 10.7497 10.652 6.3891 8.3929

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

-6.43 4 122 0.9235 1.5951 11.4095 11.4324 6.398 8.6287
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
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