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摘要:发现用 Weyl编序以及有序算符内的积分技术可以直接推导出异质量两粒子的纠缠态表象,
其纠缠特性可以通过Schmidt分解得以显现．用此表象给出了一类新的单Ｇ双模组合压缩态以及相

应的压缩算符．
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０　引言

量子力学的表象是量子力学态矢的“坐标架”,

态矢在表象中的投影即为相应的波函数．Dirac首先

将波函数ψ(x)改写成 ‹x|ψ›,引入了坐标表象

{|x›,∫
＋∞

－∞
dx|x›‹x|＝１}．选择合适的表象不仅能

够使量子力学中的问题简化,同时也能更好理解量

子态的物理意义．
常见的连续表象仅有坐标表象、动量表象、相干

态表象[１],由于缺乏解析的纠缠表象理论,因此人们

对量子纠缠的研究往往局限在偏振、自旋以及轨道

角动量等分离的物理量上[２Ｇ７],对连续物理量的纠缠

态研究相对较少．为描述量子纠缠,范洪义等对两个



质量相等的粒子建立了两体纠缠态表象[８],但对异

质量的两体纠缠表象的性质未详细研究．本文利用

Weyl编序以及相空间中 Wigner算符的 Radon变

换来引入广义双模纠缠态表象,即质量不相等的两

粒子纠缠态表象．在此基础上,通过对广义双模纠缠

态的Schmidt分解来研究其纠缠特性,并用此表象

找出了一类新的单Ｇ双模组合压缩态以及相应的压

缩算符．

１　广义双模纠缠态表象引入

Fan等首次提出纠缠态表象[８,９]

|η›＝exp －
１
２|η２＋ηa†

１ ＋η∗a†
２ －a†

１a†
２

é

ë
êê

ù

û
úú|００›

(１)

|η›为对易算符X１＋X２,P１－P２ 共同的本征态,

(X１＋X２)|η›＝ ２η１|η› (２)

(P１－P２)|η›＝ ２η２|η› (３)

式中,η＝η１＋iη２,Xi＝
ai＋a†

i

２
,Pi＝

ai－a†
i

２i
．

|η›满足完备性

∫d２η
π |η›‹η|＝１ (４)

与正交性

‹η′|η›＝πδ(η′－η)δ(η′∗ －η∗ ) (５)

|η›为质量相等的两粒子纠缠态表象中的态矢．现
我们将其推广到质量不相等的两粒子情形．注意到

质心坐标

Xc ＝μ１X１＋μ２X２ (６)
及质量权重相对动量

Pr ＝μ２P１－μ１P２ (７)

式中,μ１＝
m１

m１＋m２
,μ２＝

m２

m１＋m２
,Xc ,Pr 是对

易的,[Xc,Pr]＝０,故 应 该 具 有 共 同 的 本 征 态

|ξ›:

Xc|ξ›＝
σ
２ξ１|ξ› (８)

Pr|ξ›＝
σ
２ξ２|ξ› (９)

式中,ξ＝ξ１＋iξ２,σ＝２(μ２
１ ＋μ２

２)．
由式(８)和(９),可将|ξ›‹ξ|写成δ 函数的

形式:

|ξ›‹ξ|＝
σ
２∫d２ξ′δ

σ
２ξ１－

σ
２ξ′１
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ú􀅰
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２ξ２－

σ
２ξ′２
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û
ú
ú|ξ′›‹ξ′|＝

σ
２∫d２ξ′δ

σ
２ξ１－Xc

é
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ê
ê
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û
ú
ú δ

σ
２ξ２－Pr
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ë
ê
ê
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ú
ú |ξ′›‹ξ′|

(１０)

　　另一方面,经典函数 (μ１x１ ＋μ２x２)(μ２p１ －

μ１p２)的 Weyl量子化算符为

∶∶(μ１X１＋μ２X２)(μ２P１－μ１P２)∶∶,
其中记号∶∶　∶∶代表 Weyl编序[１０Ｇ１２]．根据 Weyl编

序的定义,有
(μ１X１＋μ２X２)(μ２P１－μ１P２)＝

∶∶(μ１X１＋μ２X２)(μ２P１－μ１P２)∶∶ (１１)
利用式(１１),可将|ξ›‹ξ|化为 Weyl编序形式:

|ξ›‹ξ|＝
σ
２∫d２ξ′􀅰

∶∶δ
σ
２ξ１－Xc

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úδ

σ
２ξ２－Pr

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∶∶|ξ′›‹ξ′|

(１２)
又由 Wigner算符的 Weyl编序形式

△i(xi,pi)＝∶∶δ xi－Xi[ ]δ pi－Pi[ ]∶∶(１３)
可将式(１０)进一步化简为[１３Ｇ１５]

|ξ›‹ξ|＝
σ
２∫d２ξ′dp１dx１dp２dx２􀅰

δ σ
２ξ１－(μ１x１＋μ２x２)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú􀅰

δ σ
２ξ２－(μ２p１－μ１p２)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú􀅰

△１(x１,p１)△２(x２,p２)|ξ′›‹ξ′|＝

πσ
２∫dp１dx１dp２dx２δ σ

２ξ１－(μ１x１＋μ２x２)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú􀅰

δ σ
２ξ２－(μ２p１－μ１p２)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú􀅰

△１(x１,p１)△２(x２,p２) (１４)

　　上式推导中已假定了∫d２ξ
π |ξ›‹ξ|＝１,后面式

(１８)表明此假定是正确的．
将 Wigner算符 △i(xi,pi)的正规乘积形式

△i(xi,pi)＝　　　　　　　　　　　　　　　
１
π∶exp[－(xi－Xi)２－(pi－Pi)２]∶(１５)

代入式(１４),并进行有序算符内积分[１６],同时利用

双粒子真空投影算符的正规乘积[１７]

∶exp －a†
１a１－a†

２a２[ ]∶＝|００›‹００| (１６)
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得到不同质量的双粒子的纠缠态表象|ξ›:

|ξ›＝exp{－
１
２|ξ|２＋ ξ＋(μ１－μ２)ξ∗[ ] a†

１

σ
＋

ξ∗ －(μ１－μ２)ξ[ ] a†
２

σ
＋

μ２－μ１

σ
(a†２

１ －a†２
２ )－

４μ１μ２

σ a†
１a†

２}|００›(１７)

　　 当粒子质量相等时,μ１ ＝μ２ ＝
１
２

,|ξ›⇒

|η›η＝ξ 利用有序算符内积分技术,可以证明|ξ›满

足完备性

∫d２ξ
π |ξ›‹ξ|＝１ (１８)

及正交性

‹ξ|ξ′›＝πδ(ξ１－ξ′１)δ(ξ２－ξ′２) (１９)

２　|ξ›的纠缠特性

２．１　|ξ›的Schmidt分解

对式(１７)中的|ξ›作单侧Fourier变换,有

∫dξ２

２π|ξ›e－iξ２x ＝　　　　　　　　　　　　　

１
２πexp{－

a†２
１ －a†２

２

２ ＋
２
σ

(ξ１μ１＋μ２x)a†
１ ＋

２
σ

(ξ１μ２－μ１x)a†
２ －

１
２

(ξ２
１ ＋x２)}|００›(２０)

　　将坐标表象|x›i 的算符表示

|x›i＝π－１/４exp－
x２

i

２ ＋ ２xa†
i －

a†２
i

２
æ

è
ç

ö

ø
÷|０›i,

i＝１,２

ü

þ

ý

ïï

ïï

(２１)
代入式(２０),得

∫dξ２

２π|ξ›e－iξ２x ＝
１
２

|
x

１＋
１
g２

＋ ξ１

１＋g２
›１ 􀱋

|－
x

１＋g２
＋ ξ１

１＋
１
g２

›２ (２２)

式中,g＝μ２

μ１
．

对式(２２)作变量代换,令 x

１＋
１
g２

→x ,则

∫dξ２

２π|ξ›exp(－iξ２x １＋
１
g２

)＝

１
２

|x＋ ξ１

１＋g２
›１ 􀱋|－

x
g ＋ ξ１

１＋
１
g２

›２

(２３)

　　对式(２３)作Fourier逆变换,得

|ξ›＝
１＋g２

２g２ e－iξ
１ξ２

g∫dx|x›１ 􀱋 　　　　

|－
x
g ＋ ξ１

１＋
１
g２

›２exp(iξ２x １＋
１
g２

)(２４)

式(２４)即为坐标表象中广义双模纠缠态|ξ›的

Schmidt分解．
上式表明,当对量子态|ξ›中第一个粒子进行

测量时,若测量算符为|x′›１１‹x′|,第一个粒子测

得的坐标值为x′时,无论两个粒子相距多远,则第

二个粒子必定塌缩到量子态

１‹x′|ξ›＝
１＋g２

２g２ |－
x′
g ＋ξ１ １＋

１
g２

›２􀅰

expiξ２(x′ １＋
１
g２ －ξ１

g
)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２５)

　　同理,可得动量表象下广义双模纠缠态|ξ›的

Schmidt分解为

|ξ›＝
１＋g２

２ eigξ１ξ２∫dp|－p›１ 􀱋

|－gp－ １＋g２ξ２›２exp(iξ１p １＋g２ )(２６)

　　当对量子态|ξ›中第一个粒子进行测量时,若
测量算符为|p′›１１‹p′|,第一个粒子测得的动量值

为p′,则第二个粒子必定塌缩到量子态

１‹p′|ξ›＝
１＋g２

２ eigξ１ξ２ |gp′－ １＋g２ξ２›２􀅰

expiξ１(－p′ １＋g２ ＋gξ２)[ ] (２７)

　　以上这些讨论反映了|ξ›內禀的纠缠特性．
２．２　纠缠算符

　　利用

P|x›＝id
dx|x›,exp(－iPy)|x›＝|x＋y›

(２８)
以及

|p›＝
１
２π∫dx|x›eipx (２９)

得

e－iP２X１/g|ξ›＝
１＋g２

２g２ e－iξ
１ξ２

g∫dx|x›１ 􀱋
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e－iP２x/g|－
x
g ＋ξ１ １＋

１
g２

›２exp(i １＋
１
g２ξ２x)＝

１＋g２

２g２ e－iξ
１ξ２

g∫dx|x›１ 􀱋

| １＋
１
g２ξ１›２exp(i １＋

１
g２ξ２x)＝

２π (１＋g２)
２g２ e－iξ

１ξ２

g |p＝

１＋
１
g２ξ２›１ 􀱋| １＋

１
g２ξ１›２ (３０)

　　对式(３０)两边同乘以eiP２X１/g ,得

eiP２X１/g ２π (１＋g２)
２g２ e－iξ

１ξ２

g |p＝
１＋g２

g ξ２›１ 􀱋

| １＋
１
g２ξ１›２＝|ξ› (３１)

　　式(３１)表明,eiP２X１/g 作用于可分态e－iξ
１ξ２

g |p＝

１＋
１
g２ξ２›１ 􀱋| １＋

１
g２ξ１›２ 时,得纠缠态|ξ›,

所以eiP２X１/g 是一个纠缠算符．

同理利用

X|p›＝－id
dp|p›,exp(iXp′)|p›＝|p＋p′›

(３２)
以及

|x›＝
１
２π∫dp|p›e－ixp (３３)

得

e－iP１X２g|ξ›＝ π(１＋g２)eigξ１ξ２ |x＝

ξ１ １＋g２ ›１ 􀱋|－ １＋g２ξ２›２ (３４)

　　因此,eiP１X２g 也是一个纠缠算符,它将可分态

eigξ１ξ２ |x＝ξ１ １＋g２ ›１ 􀱋|－ １＋g２ξ２›２ 转化为

纠缠态|ξ›:

eiP１X２g π (１＋g２)eigξ１ξ２ |x＝　　　　　　　

ξ１ １＋g２ ›１ 􀱋|－ １＋g２ξ２›２＝|ξ› (３５)

３　|ξ›的压缩

将ξ→ ξ
λ

,构造压缩算符

S＝∫d２ξ
πλ|ξ

λ
›‹ξ|＝

２λ
(１＋λ２)exp

(μ１－μ２)(a†２
１ －a†２

２ )＋４μ１μ２a†
１a†

２

σ
(１－λ２

１＋λ２
)é

ë
êê

ù

û
úú×

∶exp －
(１－λ )２
(１＋λ２)

(a†
１a１＋a†

２a２)
é

ë
êê

ù

û
úú ∶×exp

(μ１－μ２)(a２
１ －a２

２)＋４μ１μ２a１a２

σ
λ２－１
λ２＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (３６)

　　将S 作用于双模真空态|００›上,得

S|００›＝
２λ

(１＋λ２)exp
(μ１－μ２)(a†２

１ －a†２
２ )＋４μ１μ２a†

１a†
２

σ
(１－λ２

１＋λ２
)é

ë
êê

ù

û
úú|００› (３７)

令A＝
１－λ２

１＋λ２

(μ１－μ２)
σ

,B＝
１－λ２

１＋λ２

４μ１μ２

σ
,L＝

４
１－４A２－B２ ＝

(１＋λ２)２

λ２
,则

S|００›＝
２
L

exp A(a†２
２ －a†２

１ )＋Ba†
１a†

２[ ] |００› (３８)

　　式(３８)为单双模组合压缩真空态．因此S 为单双模组合压缩算符．
我们利用|ξ›表象,还可以构造|ξ›的单边双模压缩算符,将 (μ２X１－μ１X２),(μ１P１＋μ２P２)作用于

|ξ›上,有

(μ２X１－μ１X２)|ξ›＝
１＋g２

２g２ e－iξ
１ξ２

g∫dxμ１

g
１＋g２ (１＋g２X１－ξ１)|x›１ 􀱋

|－
x
g ＋ξ１ １＋

１
g２

›２exp(iξ２x １＋
１
g２

)＝
１＋g２

２g２ μ１(－i２ Ə
Əξ１

)|ξ› (３９)

(μ１P１＋μ２P２)|ξ›＝
１＋g２

２ eigξ１ξ２∫dp(－μ１) １＋g２ (１＋g２p＋gξ２)|－p›１ 􀱋

|－gp－ １＋g２ξ２›２exp(iξ１p １＋g２ )＝
１＋g２

２ μ１i２ Ə
Əξ１

|ξ› (４０)
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所以在|ξ›表象下,

(μ２X１－μ１X２)→
１＋g２

２g２ μ１(i２ Ə
Əξ１

),

(μ１P１＋μ２P２)→
１＋g２

２ μ１(－i２ Ə
Əξ１

)

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(４１)
因此

‹ξ|(μ２P１－μ１P２)(μ２X１－μ１X２)＝

１＋g２

２g μ１
σ
２ξ２(i２ Ə

Əξ１
)‹ξ| (４２)

令ξ２＝ey ,则
‹ξ|(μ２P１－μ１P２)(μ２X１－μ１X２)＝

i１＋g２

２g μ１ σeyƏy
Əξ１

Ə
Əy

‹ξ１,ξ２＝ey|＝

i１＋g２

２g μ１ σ Ə
Əy

‹ξ１,ξ２＝ey| (４３)

　　利用平移性质

exp(－λƏ
Əy

)f(y)＝f(y－λ) (４４)

得

‹ξ|exp
iλ
２

(μ２P１－μ１P２)(μ２X１－μ１X２)
é

ë
êê

ù

û
úú＝

１＋g２

２g μ１ σ‹ξ１,e－λξ２| (４５)

令

S′＝exp
iλ
２

(μ２P１－μ１P２)(μ２X１－μ１X２)－
λ
２

é

ë
êê

ù

û
úú

(４６)
则

‹ξ|S′＝
１＋g２

２g μ１ σexp－
λ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‹ξ１,e－λξ２|

(４７)
幺正算符S′称之为单边压缩算符．

同理可证

S″＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

exp －
iλ
２

(μ１X１＋μ２X２)(μ１P１＋μ２P２)－
λ
２

é

ë
êê

ù

û
úú

(４８)
也为单边压缩算符,满足

‹ξ|S″＝
１＋g２

２ μ１ σexp(－
λ
２

)‹e－λξ１,ξ２|

(４９)

４　结论

本文利用 Weyl编序对应以及有序算符内的积

分技术可以直接导出异质量两粒子的纠缠态表象．
通过Schmidt分解来展现其纠缠特性．用此表象我

们找到了新的单Ｇ双模组合压缩态、相应的压缩算符

以及|ξ›的单边压缩算符．使用这个表象在求解两

个不同质量粒子之间既有坐标耦合,也有动量耦合

相互作用时,可以直接导出哈密尔顿量本征态的波

函数.当我们研究有电容Ｇ电感耦合的量子介观电

路时,也可以建立这类表象以明确相应的纠缠特征．
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