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摘要:同时考虑随机干扰、生育脉冲和脉冲治疗,建立一类带有标准发生率的SIS传染病模型．利用

随机微分方程理论,得到了平凡解随机稳定的充分条件;利用离散映射,得到无病解存在的充分条

件;利用伊藤公式证明了疾病的随机灭绝性．此外,还通过数值模拟验证理论分析的结果．
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classofSISepidemic modelwithstandardincidence．Byapplyingthetheoryofstochasticdifferential
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０　引言

传染病给人类和动物的生存带来了巨大的灾

难,一直以来就是危害人类身体健康的最大敌人．如
何控制传染病的产生以及有效地预防传染病的扩

散,是当今世界研究的重要课题[１Ｇ３]．



由于传染病的传播及其控制过程中存在脉冲效

应,如脉冲生育和脉冲治疗等,脉冲微分方程在传染

病动力学[４,５]领域得到了广泛的研究和应用．例如,
Jiang和 Yang[６]建立了一类具有脉冲生育的模型,
利用离散映射分析了系统的无病周期解的存在性和

正周期解的稳定性;Hu等[７]研究了一类带有标准

发生率的SIRS传染病模型,分析了模型的后向分

岔．马淑芳等[８]研究了一类具有脉冲效应的SIS传

染病模型,理论分析了系统的无病周期解的存在性

条件和渐近稳定性,讨论了模型的持久性．
在现实世界中,复杂的生态环境对生态系统会

产生不同程度的影响．随机因素比如白噪声、光照、
气温等对种群的影响也是处处存在的,在建立传染

病模型时要考虑这些随机因素．随机传染病模型[９]

得到了很好的研究,Lin等[１０]讨论了一类具有免疫

接种的随机SIS模型,分析了平稳分布的存在性以

及渐近稳定性;周艳丽和张卫国[１１]研究了一类具

有非线性传染率的随机SIS传染病模型,分析并得

到了疾病持续存在与随机灭绝的充分条件．Xu[１２]研

究了一类SIS传染病模型,提出了模型的随机阈值

定理,利用比较定理证明了白噪声对传染病模型的

影响程度．
疾病发生率是刻画传染病模型的主要内容,经

典的传染病模型大多是采用双线性发生率和饱和发

生率．Anderson和 May[１３]通过研究证实,对于某些

动物来说,标准发生率比双线性发生率更符合实际．
因此本文在建立模型时考虑标准发生率．另外,脉冲

现象和随机干扰可以同时存在于同一个系统中,但
对于同时具有脉冲和随机的动力系统,研究成果不

多．基于以上因素,本文将脉冲生育、脉冲治疗以及

随机干扰引入具有标准发生率的SIS传染病模型,
从理论分析和数值模拟两方面研究传染病模型的动

力学性质．

１　模型描述

设S(t)和I(t)分别是t时刻的易感者和感染

者的数量,下面给出具有标准发生率以及脉冲生育

和脉冲治疗的SIS传染病模型．
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＝－βSI
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式中,N ＝S＋I,参数μ,ω,β,ρ,p 都是正常数,

０≤μ≤１是自然死亡率,ω是感染性个体感染期后

转化为易感者的速率,βSI
N

是标准发生率,β是疾病

传播 系 数．脉 冲 生 育 为 ΔS ＝ρS ,发 生 在t ＝
nT(n ∈N＋)时刻．每一次治疗中,治疗人数占感染

人数的比例为p ,从而脉冲治疗为:ΔS＝pI,ΔI＝
－pI．

考虑到实际生物意义,任何生态系统都不可避

免地受到外界环境的干扰,在生态系统中,对系统影

响比较大的因素是染病者转化为易感者的比率,所
以假设随机干扰项主要作用在染病者转化为易感者

的比率上．于是可以用ω →ω＋αB
．
(t)来代替系统

(１)中的转化率,确定模型(１)相应的随机模型如下:

dS＝(－βSI
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(２)

式中,B

(t)是标准白噪音,B(t)是定义在完备概

率空间上的标准Brown运动,α是白噪音的强度．

２　平凡解的存在性和随机稳定性

显然系统(２)存在平凡解 (０,０)．由(２)得如下

系统:
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(３)

　　系统(３)在平凡解 (０,０)处的变分系统的系数

矩阵为

A(t)＝
－μ ω＋αdB(t)

dt

０ －(μ＋ω)－αdB(t)
dt
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则单值矩阵M 可以表示为
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M ＝(U＋B)exp(∫
T

０
A(t)dt)＝

１＋ρ( )exp(－μT) ρexp[ωT＋α(B(t)－B(０))]

０ (１－p)exp[－(μ＋ω)T－α∫
T

０
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(t)dt)]
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式中,U 为单位矩阵．根据|λU－M|＝０解得系统

(３)的两个乘子:

λ０１＝(１＋ρ)exp(－μT),

λ０２＝(１－p)exp[－(μ＋ω)T－α∫
T

０
B

(t)dt)]

ü
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ý
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(４)

　　记E(λ０２)是λ０２ 的期望,由

|E(λ０２)|＝(１－p)exp[－(μ＋ω)T＋
α２

２T]＜１,

得 (μ＋ω)T－
α２

２T－ln(１－p)＞０．由|λ０１|＜１得

μT－ln(１＋ρ)＞０．当|λ０１|＜１和|E(λ０２)|＜１
成立时,系统(２)有随机稳定的平凡解,故有如下的

结论:

定理２．１　如果条件μT －ln(１＋ρ)＞０和

(μ＋ω)T－
α２

２T－ln(１－p)＞０同时成立,则系统

(２)有随机稳定的平凡解．

３　无病解的存在性及稳定性

在这一部分里,假设系统(２)中种群不存在染病

者,即I(t)＝０,则系统(２)变为

dS
dt＝－μS,t≠nT;

ΔS＝ρS,t＝nT

ü

þ

ý

ïï

ïï

(５)

令S(t)在t＝kT 时刻的值是Sk ,当kT ≤t ＜
(k＋１)T 时,系统(５)的第一个方程的解为

S(t)＝Skexp(－μ(t－kT))．
在脉冲时刻有

S((k＋１)T＋)＝(１＋ρ)Skexp(－μT)．
因此得到一个一维的离散映射:

Sk＋１＝(１＋ρ)Skexp(－μT)＝F(Sk) (６)

　　离散映射(６)的每个不动点对应模型(２)的一个

周期解,反之亦然．映射(６)的唯一不动点为S∗ ＝０,

且有

F′(S∗ )＝(１＋ρ)exp(－μT)．
当０＜ρ＜exp(μT)－１时,F′(S∗ )＜１,于是映射

(６)的不动点S∗ 是渐近稳定的,从而系统(５)的零

解是渐近稳定的,易感者的数量会趋向于零．当ρ＞

exp(μT)－１时,F′(S∗ )＞１,于是映射(６)的不动

点S∗ 是不稳定的,从而系统(５)的零解是不稳定

的,易感者的数量会逐渐增大．
在情形 (１＋ρ)exp(－μT)＝１下,映射(６)为

Sk＋１＝Sk (７)

对任意S∗ ∈R＋,S∗ 是映射(７)的不动点,从而系

统(２)存在无穷多个无病周期解:

S(t)＝S∗exp[－μ(t－kT)],kT ＜t≤ (k＋１)t;

I(t)＝０,kT ＜t≤ (k＋１)t．{
式中,S∗ ∈R＋ ．

总结上面的理论分析,得到以下定理:

定理３．１　假设系统(１)的染病者数量为零,则

当０＜ρ＜exp(μT)－１时,系统(５)的易感者数量

会随时间的推移趋向于零;当ρ＝exp(μT)－１时,

系统 (５)存 在 无 穷 多 个 无 病 周 期 解;当 ρ ＞

exp(μT)－１时,系统(５)的易感者的数量会逐渐

增大．

４　疾病的随机灭绝性

在传染病的控制中,疾病的灭绝是很完美的结

果．下面讨论系统(２)中疾病的随机灭绝性,先给出

以下定理:

定理４．１　在随机系统(２)中,对于任意具有正

初值的解 (S(t),I(t)),假设条件μ＋ω＋
α２

２－β＞

０成立,则系统中的染病者I(t)将以指数形式趋

于零．
证明　对于任意的初始值S０ ＞０,I０ ＞０,系统

(２)的解记为 (S(t),I(t))．设S(t)＝S(t,s０)是方

程(５)以S０ 为初始点的解．根据随机微分方程的比
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较定理,有

S(t)＜S(t),

从而有

limsup
t→∞

‹S(t)›≤limsup
t→∞

‹S(t)›．

式中,‹S(t)›＝
１
t∫

t

０
S(s)ds．

定义 Lyapunov函数V(I(t))＝lnI(t),由伊

藤公式可得

dV(I)＝
１
IdI－

１
２I２

(dI)２＝

βS
N －(μ＋ω＋

α２

２
)é
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û
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　　对式(８)两边从０到t积分,有

lnI(t)－lnI(０)＝　　　　　　　　　　

∫
t

０

βS(s)
N －(μ＋ω＋

α２

２
)é

ë
êê

ù

û
úúds－αB(t) (９)

　　将式(９)两边同乘 １
t

,有

１
tlnI(t)＝

１
tlnI(０)＋　　　　　　　　　　

１
t∫

t

０

βS(s)
N －(μ＋ω＋

α２

２
)é

ë
êê
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û
úúds－

１
tαB

(t)≤

１
tlnI(０)＋β

t∫
t

０

S(s)
N ds－(μ＋ω＋

α２

２
)－

１
tαB

(t)＝

１
tlnI(０)＋β－(μ＋ω＋

α２

２
)－

１
tαB

(t)(１０)

　　对式(１０)两边取上确界极限,有

limsup
t→∞

lnI(t)
t ≤β－(μ＋ω＋

α２

２
)．

又因为μ＋ω＋
α２

２－β＞０,故有

limsup
t→∞

lnI(t)
t ＜０．

　　因此,在系统(２)中,疾病将以指数形式趋于灭

绝,定理４．１证毕．

由μ＋ω＋
α２

２－β＞０可知μ＋ω＋
α２

２ ＞β,自

然死亡率μ 与感染性个体感染期后转化为易感者

的速率ω 以及随机因素的影响α２

２
的和大于疾病传

播系数β．故感染者的数量减少,以指数形式趋

于零．

５　数值模拟

在系统(２)中取β＝０．９,μ＝０．４,ω＝０．１,α＝０．１,

p＝０．２,ρ＝０．４,T＝１,条件μT－ln(１＋ρ)＞０和

(μ＋ω)T－
α２

２T－ln(１－p)＞０同时成立,图１给

出了系统的相图和时间序列图．由图１(a)可看出经

过随 机 干 扰 和 脉 冲 效 应 的 不 断 影 响,从 初 始 点

(２,２．５)出发的轨线会逐渐收敛到原点;图１(b)中

的易感者S(t)和感染者I(t)的数量随时间的增大

而同时趋于零．这验证了定理２．１的正确性．

图１　当β＝０．９,μ＝０．４,ω＝０．１,α＝０．１,p＝０．２,ρ＝０．４,T＝１时,系统(２)的 (a)相图以及(b)S(t)和I(t)的时间序列图

Fig．１　Takeβ＝０．９,μ＝０．４,ω＝０．１,α＝０．１,p＝０．２,ρ＝０．４,T＝１insystem (２)

for(a)thephaseportrait,and(b)timeseriesofS(t)andI(t)
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　　在系统(２)中取β＝０．８,μ＝０．４,ω＝０．６,α＝０．１,

p＝０．２,ρ＝exp(０．４)－１,T＝１,条件μ＋ω＋
α２

２－β

＞０成立,图２给出了系统的相图和时间序列图．由
图２(a)可知从初始点(６,８)出发的轨线,经过随机

干扰和脉冲效应的不断影响,会逐渐地收敛到一个

无病周期解;由图２(b)可看出S(t)和I(t)随时间

而变化的情况,染病者I(t)的数量减少的速度很

快,以指数形式趋于零,从而易感者S(t)会很快趋

于周期性的变化．这验证了定理４．１的正确性．

图２　β＝０．８,μ＝０．４,ω＝０．６,α＝０．１,p＝０．２,ρ＝exp(０．４)－１,T＝１时,系统(２)的 (a)相图以及(b)S(t)和I(t)的时间序列图

Fig．２　Takeβ＝０．８,μ＝０．４,ω＝０．６,α＝０．１,p＝０．２,ρ＝exp(０．４)－１,T＝１insystem (２)

for(a)thephaseportrait,and(b)timeseriesofS(t)andI(t)

６　结论

本文建立了一类带有标准发生率的脉冲随机

SIS传染病模型,分析了平凡解、无病解的存在性及

其随机渐近稳定性以及疾病的随机灭绝性．当系统

有随机稳定的平凡解时,虽然染病者的数量趋于零,
但易感者的数量也趋向于零．随着时间的推移,整个

种群将会灭绝,我们要避免这样的情况出现．在传染

病动力学的研究中,无病解的存在意义重大．由定理

４．１可以知道,在适当的条件下,感染者的数量会以

指数形式趋于零,疾病灭绝．本文关于平凡解、无病

解以及疾病的随机灭绝性等方面的结论为疾病的控

制提供了理论依据．目前,对于同时含有脉冲因素和

随机干扰的动力学模型的复杂动力学行为的研究成

果不多,今后将对脉冲随机SIS传染病模型的随机

稳定性和随机分岔等作进一步的研究．
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