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一种改进的图像盒子维计算方法
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摘要:分形维是图像的一种有用的特征,在许多领域中用于图像纹理分析、分割以及分类．盒子维

方法由于其实现简单,成为估计图像分形维最常用的一种方法,但是该方法存在计数精度不高、稳

定性较差等问题,为此提出了一种新的盒子维估计算法．首先对数字图像的离散灰度曲面进行适当

插点补充,使插点后的曲面相对更接近连续的情况,使得在最小尺度下也能实现对不同图像的区

分．然后直接采用最小尺度下的盒子数估计分形维,不进行拟合．该算法简单、直观、易于实现．实验

结果表明,该方法具有更好的估计精度和稳定性．对于一些特殊测试图像,如尖峰脉冲图像,仍能得

到合理的估计值．另外,由于本方法不需要计算多个尺度下的盒子数,因此计算量也相对较小．
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０　引言

纹理是图像重要的视觉特征,对图像的分析、识
别和理解有着重要的意义．自然物体的轮廓和纹理

往往过于复杂,用传统的欧氏几何难以描述,如地

形、血管分布以及天空中星体的分布特征等．分形理

论为描述这些自然形态提供了有效的途径．分形的

概念最初由 Mandelbrot[１]提出,它的一个基本特性

是具有自相似性,即在某分形集中取任意大小的一

个局部,该局部的形状或者统计特性与原分形集的

整体是相似的．比如从不同高度拍摄了一条海岸线

的一系列照片,这些照片上的海岸线轮廓的形状特

征都是相似的．Pentland[２]指出,大多数自然物体表

面在一定尺度范围内是分形的,相应地,这些表面的

灰度图像也具有分形的性质．不同物体表面的分形

维数往往不同,因此可以根据图像不同区域的分形

维数对图像进行分割．分形维算法大致可以分为３
类[３]:盒子维方法,方差法以及频域法．其中最常用

的是盒子维方法,这主要是由于其简单、直观、易于

理解,便于计算机编程实现,但是该方法的估计误差

较大,稳定性较差,可能得到无意义的估计值．目前

针对盒子维的研究主要集中在两个方面:
(Ⅰ)盒子维方法的应用．如用于材料表面及微

观结 构 分 析[４Ｇ５]、医 学 图 像 分 析[６Ｇ８]、交 通 目 标 识

别[９Ｇ１０]、遥感图像分析等[１１Ｇ１２];
(Ⅱ)盒子维算法的改进[１１,１３Ｇ１７]．对盒子维算法

的改进主要集中在优化盒子计数精度方面．盒子计

数精度越高,得到的分形维数越接近其理论值．目前

已有多种盒子维算法,这些算法都是在既有算法的

基础上进行改良,估计的精度、稳定性以及拟合误差

得到逐步改善．
上述改良算法仍然都采用了直线拟合的步骤,

即在不同尺度下计算出覆盖图像灰度曲面所需的盒

子数,得到一系列盒子数与尺度值的数据对,对这些

数据对进行直线拟合,得到直线的斜率即为图像的

分形维的估计值．一些文献还把直线拟合误差作为

衡量算法性能的一个指标,拟合误差越小说明算法

性能越优良[１１,１４,１６Ｇ１７]．实际上,绝大多数数字图像本

身都不具有理想的分形特性,即这些图像可能只在

某些尺度下体现出一定的分形性,在某些尺度下并

不具有分形性．对于这些图像即使用最理想的计盒

方法也会产生明显的拟合误差,甚至得到不合理的

估计值．

本文提出了一种新的盒子维估计算法,该算法

采用数字图像最小尺度下的盒子数直接估计盒子

维,不进行拟合,这样更接近盒子维的理论定义．数
字图像的最小尺度相应于１个像素的尺寸,对于现

有各种算法,在该尺度下,覆盖一幅图像的灰度曲面

所需的盒子数就等于图像像素的个数,因此任何图

像在最小尺度下的盒子数是相同的,无法进行区分,
所以现有各种方法采用的盒子边长都不能小于２个

像素的尺寸[１８]．本文对数字图像的离散灰度曲面进

行适当插点补充,使插点后的曲面相对更接近连续

的情况．这样使得在最小尺度下也能实现对不同图

像的区分,从而能够在最小尺度下进行分形维估计．
仿真结果表明,本文提出的方法具有更好的估计精

度和稳定性,对于一些特殊图像,如尖峰脉冲图像,
现有方法都会得到不合理的估计值,而本文的方法

仍能得到合理的估计值．

１　盒子维的基本原理及现有算法分析

记z＝A(x,y)为一幅数字灰度图像,分辨率

为M ×M ．其中x 和y 为像素的行号和列号,z 为

灰度值,那么该灰度图像可以看作３维空间中的一

个曲面,称为灰度曲面．取盒子大小为L×L×L′,
其中L 为盒子在x 和y 方向上的边长,L′为盒子

在z方向上的边长,满足L′＝GL/M ,其中G 为数

字图像的灰度级总数,即满足L′/G＝L/M [１８Ｇ１９]．记

r＝L/M 称为盒子的尺度．用一系列尺度为r 的盒

子互不重叠地去包含曲面A,设 Nr 表示包含A 所

需的最少的盒子数．那么,如果A 是一个理想的分

形曲面,其盒子维D 定义为

D＝lim
r→０

log(Nr)
log(１/r) (１)

　　对于数字图像的离散灰度曲面,通常的做法是

取不同的r值(满足１＜L ≤M/２)[１８],计算出相应

的 Nr ,从 而 得 到 一 系 列 数 据 对 (log(Nr),

log(１/r))．对这些数据对采用最小二乘法拟合出一

条直线,该直线的斜率即图像的盒子维．最常用的计

算Nr 的方法主要有差分计盒法(differentialboxＧ
counting,DBC)[１９]以及各种改进版本．
１．１　DBC方法

曲面A(x,y)所在的空间是一个尺寸为 M ×
M×G 的正六面体．将该空间划分为大小为L×L×
L′的网格,如图１(a)所示．每个网格就是一个盒子,
共有n３ 个盒子,其中n＝M/L＝G/L′＝１/r．这些

５０５第６期 一种改进的图像盒子维计算方法



盒子中与曲面 A(x,y)相交的盒子的数量即为

Nr ．这相当于把大小为M ×M 的图像划分为n２ 个

L×L 的子块,每个子块上方有一列n 个盒子．设某

个子块上灰度最小的点落在第k 个盒子中,最亮的

点落在第l个盒子中,如图１(b)所示(设L＝４,且

G＝M)．那么在该子块上方,与A(x,y)相交的盒

子的数量为记为nr(i,j),有

nr(i,j)＝l－k＋１ (２)
式中,i,j分别表示该子块的行号和列号,故

Nr ＝∑
i,j

nr(i,j) (３)

图１　DBC法示意图

Fig．１　SketchoftheDBCmethod

　　DBC方法虽然简单易于实现,但是由于网格固

定,且盒子数只能取整数,因此计算误差较大．图２
给出了某个子块上的几种灰度分布的例子．根据

DBC法,对于图２(a)有nr(i,j)＝１,对于图２(b)有

nr(i,j)＝２,但是这两种分布的粗糙度是相同的,理
论上应该有相同的nr(i,j)．相反,图２(a)、(c)、(d)
的粗糙度各不相同,但却有相同的nr(i,j)＝１,即

DBC方法无法区分这３种情况．一些文献将这类情

况称为“数多”或“数少”[１４Ｇ１６],实际上其本质是网格

化带来的误差．

图２　竖直方向的网格化误差示意图

Fig．２　Verticalgriddingerror

图２所示为竖直方向的网格化误差．同样,水平

方向也存在类似的问题．以x 方向为例,图３(a)、
(b)具有相同的分布特征,但所需盒子数不同,图
(c)、(d)反映了类似的情况．

图３　水平方向的网格化误差示意图

Fig．３　Horizontalgriddingerror

１．２　DBC方法的各种改进版本

Li等[１１]为解决网格固定带来的误差,将式(２)
改为

nr(i,j)＝int[zmax(i,j)－zmin(i,j)
L′

]＋１ (４)

式中,zmax(i,j)和zmin(i,j)分别为某子块上的最

大灰度值和最小灰度值．式(４)解决了图２(a)与(b)

格子数不同的问题,但是(a)、(c)、(d)的格子数仍然

相同,无法进行区分．为此 Long等[１４]进一步将式

(４)改为

nr(i,j)＝
zmax(i,j)－zmin(i,j)

L′ ＋１ (５)

　　去掉了取整数的限制．这样既满足图３(a)、(b)
相同,同时满足(a)、(c)、(d)各不相同．

为减小图３所示水平方向的网格化误差,直接

套用对竖直方向的改进办法,处理起来相对困难,并
且成效不太明显．Chen等[１５]对离散曲面 A(x,y)
上的每个点进行不同顺序、不同方向的多次扫描判

断,以适当安排每个盒子的位置,算法较为复杂．Liu
等[１７]提出了一种更简单的方法,但是性能更好(文
献[１７]中图６、图９)．该方法按式(２)计算某个子块

的盒子数,记为nr１(i,j)．然后将该子块沿某条对角

线移动１个像素的距离,如图４中虚线所示．计算移

动后该子块的盒子数,记为nr２(i,j)．则原子块的盒

子数确定为

nr(i,j)＝max(nr１(i,j),nr２(i,j)) (６)

　　该方法对解决图３(a)、(b)所示的情况有一定

效果．对于图３(c)、(d)所示的情况,采用nr(i,j)＝
min(nr１(i,j),nr２(i,j))可能更接近理想值．由于

该算法采用了式(２),因此得到的盒子数为整数．该
方法的性能相对于基本DBC法有一定提升,但是提

升的程度没有采用式(５)明显．
Kaewaramsri等[１６]将某个子块先按其中一条

对角线分成两个三角型块,对每个三角型块按照式
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图４　子块沿某条对角线移动一个像素示意图

Fig．４　Movingablockalongoneofitsdiagonals

(２)计算盒子数,得到nr１１(i,j)、nr１２(i,j)．记

nr１(i,j)＝(nr１１(i,j)＋nr１２(i,j))/２ (７)

　　再将该子块按另一条对角线分成两个三角形,
以同样的方法得到nr２(i,j)．则该子块的盒子数最

终取为nr(i,j)＝max(nr１(i,j),nr２(i,j))．该算法

对提高计数精度的贡献也没有采用式(５)明显．
还有一些其他的改进算法,由于它们对性能提

升的效果更加有限,在此不再一一列出．

２　一种新的盒子维估计算法

设图５(a)中的黑点为某分辨率为 M ×M 的数

字灰度图像所对应的离散灰度曲面A(x,y)上的一

列点．某黑点的x 坐标为相应像素的行号,x＝１,２,
􀆺,M ．纵坐标z′＝int[zM/G ],其中z 为某黑点

对应的灰度值,z＝１,２,􀆺,G ,因此有z′＝１,２,􀆺,

M ．图５中每一个网格边长为L＝１,即尺度最小的

盒子．

图５　图像灰度曲面插入补充点示意图

Fig．５　Insertnodesintoanimageintensitysurface

由上述分析知,在现有的盒子维算法中,盒子尺

寸的取值范围应满足１＜L ≤M/２．如果取L＝１,
每个盒子最多包含一个黑点,那么无论图像中各像

素的灰度如何取值,为了把离散曲面上的所有点包

含在内,所需的盒子数均为N１/M ＝M ×M ．这样就

无法把不同图像区别开来．导致该问题的原因在于

图像被离散化了,如图５(b)所示,图中曲线为相应

的未经离散化的灰度曲面的示意图．离散化后,相邻

像素之间的空间没有灰度数据,如果相邻像素之间

的灰度差别较大,那么其中的一部分灰度曲面就没

有被覆盖到,如图中箭头所示,从而导致计盒误差,
降低分形维的估计精度．

若采用盒子的尺寸为L＞１仍然会存在类似情

况,如图３(a)所示．只不过L 取值越大,离散化带来

的影响相对更小,然而L 取值越大又会引入新的计

数误差．这是由于盒子尺寸越大,再加上盒子的形状

限制,对曲面的覆盖就会更加粗糙、不均匀．这种情

况下如果将灰度曲面水平平移或者竖直平移就可能

会导致所需的盒子数发生变化,从而得到不同的分

形维估计值,使得估计值不稳定,理论上灰度曲面发

生平移不应导致其分形维发生变化．
鉴于上述分析,为解决由图像离散化导致的估

计精度降低,对离散灰度曲面进行适当补点,使其更

接近连续的情况．为解决由盒子的尺寸增大和形状

限制带来的估计值不稳定问题,仅采用最小尺度的

盒子进行分形维估计．
简明起见,仍采用二维示意图进行说明．对图５

(a)中离散点的一个连续近似就是用直线段将相邻

点连接起来,得到一条折线,如图５(c)所示．与该折

线相交的网格的数量即为所需的盒子数．具体做法

如下:比较相邻黑点z′(x,y)与z′(x＋１,y)的高

度．如果z′(x,y)≠z′(x＋１,y),不妨设z′(x,y)＜
z′(x＋１,y),那么在黑点z′(x,y)的上方以及

z′(x＋１,y)的下方各插入int[(z′(x ＋１,y)－
z′(x,y))/２]个点,如图５(d)中白点所示．考虑到实

际的灰度曲面是３维的,需对z′(x,y)８个方向上

的相邻点都进行同样的操作．这样处理之后,所得离

散点的分布更接近连续的情况．此时所有黑点与白

点的总数即为所需的最小尺度盒子的数量,记为

Nrmin ,其中rmin＝１/M ．根据式(１),图像的盒子维

可近似计算为

D＝
log(Nrmin)
log(M) (８)

　　图６所示为插入补充点后,原灰度曲面及其上

下包络面示意图．图６(a)中灰色曲线所示为上包络

面,浅灰色曲线所示为下包络面,黑色曲线所示为原

灰度曲面．图６(b)所示为三维的情况,其中实心网

格面为原灰度曲面,空心网格面为其上下包络面．
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图６　插入补充点后灰度曲面的包络面

Fig．６　Envelopesoftheintensitysurface

３　实验结果分析

３．１　分形布朗运动表面测试

分形布朗运动(fractalbrownmotion,FBM)表
面具有统计自相似性,适合作为盒子维算法的测试

对象．设A(x,y)为二维随机过程,具有如下性质:
(Ⅰ)任意随机增量ΔA ＝A(x１,y１)－A(x２,

y２)都是均值为０的高斯随机变量;

(Ⅱ)var(ΔA)∝ (x１－x２)２＋(y１－y２)２( )２H
(９)

满足上述条件的随机曲面A(x,y)可认为是

一个FBM 表面,其分形维数为:D ＝３－H [１１,２０]．
FBM 表面可采用随机中点偏移法近似生成[２０]．以生

成１２９×１２９的 FBM 图像为例,图像的边长记为

M,如图７所示．

图７　随机中点偏移法示意图

Fig．７　IllustrationofthegenerationofaFBMimage

首先确定图像４个顶点的值,如图７中的黑色

圆点所示．不妨取A(１,１)＝０,A(１,１２９)、A(１２９,

１)为均值为０,方差为σ２
０ ＝１的随机数;A(１２９,

１２９)＝
A(１,１２９)＋A(１２９,１)

２ ＋R０,R０ 同样取均

值为０,方差为σ２
０ ＝１的随机数．随机数可以通过

Matlab相应函数生成．
第１次迭代

生成点A(６５,６５)

A(６５,６５)＝　　　　　　　　　　　　　　　　
A(１,１)＋A(１,１２９)＋A(１２９,１)＋A(１２９,１２９)

４ ＋R１

(１０)

　 　 由 于 A(６５,６５)到 ４ 个 顶 点 的 距 离 均 为

２M/２,由(９)以及σ２
０＝１,有R１ 为均值为０,方差为

σ２
１ ＝σ２

０
２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷２H ＝

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

H

的随机数．

第２次迭代

生成图７中４个黑色方块点,以A(１,６５)为例．

A(１,６５)＝
A(１,１)＋A(１,１２９)＋A(６５,６５)

３ ＋R２

(１１)

　　由于A(１,６５)与它最邻近的３个已知点的距

离为M/２,由式(９)以及σ２
０＝１,得R２ 为均值为０,方

差为σ２
１ ＝σ２

０
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷２H ＝

１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

H

的随机数．

依此类推,直到所有点都被赋值．
图７中,白色方块为第３次迭代生成点,三角形

为第４次迭代生成点．需要注意的是A(３３,１)需要

由邻近的３个点A(１,１)、A(３３,３３)、A(６５,１)生

成,而A(３３,６５)需要由邻近的４个点生成 A(１,

６５)、A(３３,３３)、A(６５,６５)、A(３３,９７)．图８所示

为采用该方法生成的FBM 表面．

图８　采用随机中点偏移法生成的FBM表面

Fig．８　FBMsurfacesgeneratedbystochastic
midＧpointdisplacementmethod

取D ＝(２,２．１,２．２,􀆺,３)共１１个值．采用
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Matlab按照上述算法对 D 的每个值生成２０幅随

机FBM 图像,可以得到２０个D 的估计值．图９给

出了采用不同方法得到的估计值的最大值、平均值

和最小值．其中方法１为本文提出的方法;方法２为

采用式(５)[１４]的方法;方法３为式(５)结合三角形

法[１６];方法４为“对角线移动法”[１７];方法５为对角

线移动法结合式(５)．

图９　由不同方法得到的FBM图像分形维估计值对比

Fig．９　Fractaldimensionestimationresults
ofthegeneratedFBMimages

由图９可知,各种方法得到的估计值与理想值

之间都有一定差距,这一方面是由于各种方法的计

盒误差造成,另一方面是由于生成的图形不是严格

的FBM 表面,并且存在显著的离散化误差．在各种

方法中,由本文方法得到的估计值的分布中心更靠

近理论值２．５,体现出相对更好的估计准确性．
图１０所示为D 的每个值的２０次估计的方差．

从图１０可以看到,由本文方法得到的估计值的方差

最小,体现出较好的稳定性．方法３比方法２的方差

略小,体现出三角形算法对于提高估计性能有一定

效果．
３．２　亮度剧烈变化图像测试

图１１所示为一组具有亮度剧烈变化特征的图

图１０　不同方法的估计值方差

Fig．１０　Variancesoftheestimatedfractaldimension

图１１　一组具有亮度剧烈变化特征的图像

Fig．１１　Imageswithsharplyintensitychange

像．图像由 Matlab生成,分辨率为１２８×１２８．每幅图

中有４种灰度值,由暗到亮分别为０、８５、１７０、２５５．可
以推断图像序号越大,图像相对更光滑,其分形维应

越接近２;图像序号越小,图像越粗糙,其分形维应

图１２　对图１１所示图像的盒子维估计值

Fig．１２　Fractaldimensionestimation
oftheimagesshowninFig．１１

接近于３．图１２所示为不同方法对这组图像盒子维

的估计值．显然,这类图像存在图３(a)、(b)所示的问

题．正如第２节的分析中指出,方法４(子块沿对角线

平移)对于处理这类图像比较有效,仿真结果也证明
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了这一点:方法４的曲线没有出现不合理的估计值

(＜２),但该方法结合式(５)后出现了不合理的估计

值．方法２、３的曲线上有更多的小于２的不合理估

计值,因此不适合处理此类图像．
虽然方法４没有出现不合理的估计值,但是该

方法难以区分第１、２、３号图像以及第７、８号图像．
相比之下由本文方法得到的数据线性度更好,区分

能力也较好．
３．３　尖峰脉冲图像测试

图１３所示为一组由 Matlab生成的具有不同密

度尖峰脉冲的图像．图像的分辨率为１２８×１２８,图中

的亮点均为１个像素大小,灰度值为２５５,其余点的

灰度值均为０．其中第７号图像右下角有１个亮点,
第８号图中无亮点．

图１３　脉冲尖峰图像

Fig．１３　Pulseimages

这组图像反映了图３(c)、(d)所示的问题．如第

２节中的分析推断,方法４也不适合处理这种情况．
图１４所示为采用不同方法对这组图像盒子维的估

计值．可以看到除了本文的方法,其他方法都会得到

不合理的估计值．

图１４　对图１３所示图像的盒子维估计值

Fig．１４　Fractaldimensionestimation
oftheimagesshowninFig．１３

４　结论

拟合精度是评价计盒算法性能的一种常用指

标,但是该指标更适合用于具有较理想分形特性的

图像．数字图像通常不具有理想的分形特性,这些图

像本身就会导致较大的拟合误差,因此本文提出了

一种不需要进行拟合的盒子维估计算法．首先对灰

度数字图像的离散灰度曲面适当插入补充点,使曲

面更接近连续的情况．然后在一个像素的尺度下直

接估计出图像的盒子维．实验结果表明,该算法与一

些有代表性的算法相比具有更好的准确性和稳定

性,不会产生不合理的估计值．并且由于不需要在多

个尺度下重复对盒子进行计数,因此计算量较小．
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