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摘要:高斯混合模型是有限个独立高斯模型的线性组合,估计其子模型个数是一个重要的研究问

题．一类典型的算法是以最短描述长度为目标函数,在迭代过程中通过对子模型进行分裂与合并操

作确定子模型个数．这类方法一般采用熵比、KL散度和模型相似度作为分裂和合并的判别准则．但
是熵比或 KL散度准则对稀疏子模型和凹形子模型过于敏感导致过度分裂,模型相似度准则不能

反映合并后模型的高斯拟合优度导致过度合并．在算法的迭代过程中,这些过度分裂与合并操作产

生振荡现象．针对估计子模型个数时出现的过度分裂与合并问题,基于 KS检验的高斯混合模型的

分裂与合并算法选择熵比与 KS检验作为分裂的判别准则,模型相似度和 KS检验作为合并的判

别准则．最后在六个数据集上进行了实验证明算法的有效性．
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Abstract:Gaussian mixture modelisalinearcombinationoffinitenumbersofindependentGaussian
models．Estimatingthenumberofcomponentsisanimportantresearcharea．Oneclassofalgorithmsbased
onthe minimum descriptionlengthdeterminethenumberofcomponentsbysplittingand merging
componentsduringtheiterations．Traditionalalgorithmsuseentropyratio,KL divergence,model
similarityassplitandmergecriteria．However,entropyratioandKLdivergencemightresultinexcessive
splitbecauseoftheirexcessivesensitivitytosparseorconcavemodels,andmodelsimilaritymightresultin
excessivemergebecauseofitsinabilitytoassessthemergedmodels’goodnessoffittingGaussian．Inthe
iterationsofalgorithm,theseexcessivesplittingandmergingoperationsmaycauseoscillations．Forthese
problems,asplitandmergealgorithmforGaussianmixturemodelbasedonKStestisproposed,with
entropyratioandKStestusedassplitcriteriaandmodelsimilarityandKStestasmergecriteria．This



algorithmiscapableofpreventingexcessivesplitandmerge,asvalidatedbyexperimentsconductedon
sevendatasets．
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０　引言

高斯混合模型[１Ｇ２](Gaussian mixturemodel,

GMM)是有限个独立高斯模型的线性组合,每个样

本点由其中的一个高斯模型产生．GMM 广泛应用

于模式识别、计算机视觉、机器学习和生物信息等领

域,主要完成图像分割、聚类、概率密度函数构建等

任 务．EM 算 法[１Ｇ２] (expectation maximization
algorithm)是求解 GMM 参数的一种重要方法,是
对带隐变量模型进行参数估计的常用方法．EM 以

似然函数为目标函数,通过迭代优化参数,每步迭代

包含期望步(E步)和极大步(M 步)．E步利用高斯

模型参数计算隐变量的期望,M 步根据隐变量的期

望对高斯模型参数最大似然估计．由于 EM 算法的

目标是最大化似然函数,只考虑了数据拟合度,当子

模型个数的初始设置与实际值相差过大时,算法难

以估计正确的子模型个数．
关于 GMM 子模型个数选择的研究,已经提出

两类很重要的方法．一类是无参贝叶斯方法,如

Ferguson和 Antoniak提出的狄利克雷过程高斯混

合 模 型 (Dirichlet process Gaussian mixture
models,DPGMM)[１Ｇ２],该方法通过狄利克雷过程

分布中的scalar参数控制基分布,即子模型个数,然
后从离散化的基分布中随机抽样高斯混合模型的参

数．DPGMM 的概率模型关系比较复杂,为得到子模

型个数引入了狄利克雷分布,并且需要对狄利克雷

过程进行抽样．Blei[３]等利用变分推理对 DPGMM
模型改进,提出了 VDPGMM 算法．基于狄利克雷过

程混合模型算法在高维度以及大规模数据集上的效

果较好,但是在样本空间中子模型不均衡的样本中

表现较差．另一类重要方法是以最短描述长度[４Ｇ５]

(minimumdescriptionlength,MDL)为目标函数的

分裂与合并算法[６Ｇ９]．MDL是由香农提出的一种综

合考虑数据拟合度与模型复杂度建立可以精确描述

对象的数学模型,最小化 MDL可以避免选择过适

应的模型．但该准则中模型复杂度的形式过于简单,
不适用于子模型间样本数量不均衡的 GMM．文献

[６]改进后的 MDL更适应于不均衡的 GMM,采用

分裂和合并操作的 GMM 参数估计算法就以此版

本的 MDL为目标函数．Li等[９]提出以 MDL作为目

标函数的分裂与合并的 EM 算法(anovalsplitand
mergeEMalgorithmforGaussianmixturemodel,

SMEM),其中以熵比作为子模型分裂与合并的判

别准则,分裂与合并操作都要满足熵比增加且 MDL
减小．SMEM 算法迭代执行分裂与合并操作,当无

子模型分裂与合并时算法达到收敛,估计出 GMM
参数．SMEM 算法通过分裂与合并操作提高了对子

模型个数估计的精度,但熵比对稀疏或凹形子模型

过于敏感．实际问题中这两类子模型不应被分裂,并
且合并判别只能以遍历所有子模型对的方式确定,
算法的计算量较大．针对合并搜索时计算量较大问

题,文献[１０]提出以 MDL为目标函数的改进分裂

与合并 EM 算法(evolutionarysplit& mergefor
expectationmaximization,ESMＧEM),其中以 KL
散度为子模型分裂的判别准则,以模型相似度为子

模型对合并的判别准则,对 KL散度最大且分裂后

MDL减小的子模型进行分裂,对模型相似度最大

并且合并后 MDL值减小的子模型对进行合并．算
法的分裂与合并迭代过程与SMEM 算法相似．合并

操作以模型相似度为判别准则不需要遍历所有子模

型对,相比于SMEM 算法减少了计算量,但模型相

似度判别的合并操作会对空间邻近的子模型对过度

合并．SMEM 和 ESMＧEM 算法中不适当的分裂或

合并操作导致部分子模型需经过多次重复的分裂与

合并,出现振荡现象,增大了迭代次数．
为了阻止熵比判别准则对 GMM 样本的稀疏或

凹形子模型的过度分裂以及模型相似度判别准则对

子模型的过度合并,本文提出基于 KS(KolmogorovＧ
Smirnov)检验[１１]的高斯混合模型分裂与合并算法

(KSGMM 算法),该算法以 MDL为目标函数．在分

裂操作中,首先用 KS检验判断子模型的高斯分布

形态,对不满足 KS检验的子模型中熵比最大的进

行分裂．在合并操作中,若模型相似度最大子模型对

合并后满足KS检验且 MDL值减小,则执行EM 算

法更新参数,否则放弃合并．对分裂或合并后的子模

型执行EM 算法更新参数．迭代执行分裂与合并操

作,当无子模型可分裂或合并时,算法结束得到模型

参数．最后设计实验对比分析了 KSGMM 算法与其
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他５种 GMM 子模型选择算法,验证 KSGMM 算法

估计 GMM 子模型个数及参数的有效性．

１　高斯混合模型及 MDL准则

１．１　高斯混合模型与EM 算法

GMM 是由 K 个独立高斯模型加权线性组合

而成,假设x 表示d 维随机变量,其概率分布为

p(x)＝∑
K

k＝１
πkN(x|μk,Σk) (１)

式中,N(x|μk,Σk)表示第k 个高斯分布的概率

密度,μk,Σk 是该分布的均值向量和协方差矩阵,

K 是独立高斯模型个数,πk 表示随机变量x 取自第

k 个高斯模型的概率,满足０≤πk ≤１且 ∑
K

k＝１
πk＝１．

令X＝{x１,x２,,xN }为样本集,Z ∈ ℝN×K

为模型隐变量矩阵,Znk ＝１代表第n 个样本由第k
个 模 型 产 生,γ ∈ ℝN×K 为 权 值 矩 阵,γnk ＝
p Znk ＝１( ) 表示第n 个样本由第k 个模型产生的

概率．EM 算法首先初始化子模型个数K 、子模型均

值 μ ＝ {μ１,μ２,,μK}、协 方 差 矩 阵 Σ ＝
Σ１,Σ２,,ΣK{ } 及 混 合 权 重 值 π ＝ {π１,π２,
,πK}．

E(expectation)步,根据高斯模型参数μ,Σ,

π ,计算混合权重值:

γ(Znk)＝
πkN(xn|μk,Σk)

∑
K

j＝１
πjN(xn|μj,Σj)

(２)

πk ＝
Nk

N ＝
１
N∑

N

n＝１
γ(Znk) (３)

式中,Nk 是由第k个模型产生的样本总数．
M(maximum)步,根据E步得到的权值矩阵γ

更新每个独立高斯模型的参数:

μk＝
１
Nk

∑
N

n＝１
γ(Znk)xn (４)

Σk ＝
１
Nk

∑
N

n＝１
γ(Znk)(xn －μk)(xn －μk)T (５)

　　根据E、M 步得到参数μ,Σ,γ ,计算样本的似

然函数值:

P(X|μ,Σ,γ)＝∑
N

n＝１
∑
K

k＝１
γ(Znk)N(xn|μk,Σk)

(６)

　　如果参数μ,Σ,π 与P(X|μ,Σ,γ)都不发生

较大变化,则停止迭代,否则返回E步．
EM 算法以最大化似然函数为目标,仅考虑了

数据拟合度．MDL[４Ｇ５]利用数据拟合度与模型复杂

度描述数学对象,以 MDL为目标函数能够在数据

拟合度与模型复杂度之间做出平衡．
１．２　高斯混合模型的 MDL准则

MDL准则[１２Ｇ１４]用数据拟合度与模型复杂度描

述数学对象．其中,样本的似然表示数据拟合度,模
型的描述长度表示模型复杂度．MDL的公式如下:

L(X|θ)＝log
１

L(X|θ)＋
D
２∑

K

k＝１
log(Nαk

１２
)－

K
２log(N

１２
)－

K(D＋１)
２

(７)

式中,X 为样本集,θ为模型参数,D 是模型参数的

元素个数,K 是模型个数,N 是样本总量,αk 为第

k个模型中样本比例．
结合式(１)GMM 的概率分布与式(７)MDL,

GMM 的 MDL公式为

L(X|μ,Σ,π)＝ ∑
N

n＝１
∑
K

k＝１
－log(γ(Znk)N(xn|μk,Σk))＋

D
２∑

K

k＝１
log(Nπk

１２
)－

K
２log(N

１２
)－

K(D＋１)
２

(８)

式中,D＝(d＋d(d＋１)/２)为d 维高斯模型参数

μk 、Σk 中元素个数．
MDL准则综合考虑了数据拟合度与模型复杂

度,基于分裂与合并的 GMM 算法可以通过最小化

MDL估计子模型个数及 GMM 参数．

２　基于KS检验的高斯混合模型分裂

与合并算法

基于 KS检验的高斯混合模型分裂与合并算法

(KSGMM 算法)以 MDL为目标函数,包括分裂操

作与合并操作两部分．KSGMM 算法首先执行 EM
算法初始化子模型个数和GMM 参数,并计算 MDL
值．分裂操作以熵比[９]与 KS检验[７]作为子模型分

裂的判别准则,合并操作以模型相似度[６]与 KS检

验作为子模型对合并的判别准则．对分裂或合并后

的子模型执行EM 算法更新参数．算法迭代执行分

裂与合并操作至没有子模型可分裂与合并为止,给
出子模型个数和 GMM 参数．
２．１　KS检验

KS检验[１３]用来计算有限数量样本的经验分布

与假设分布的拟合优度．该方法通过比较经验累积

分布函数与理论累积分布函数的最大距离判断样本

是否来自假设分布．
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对于高斯模型,令xn 为随机变量,FN 表示由

样本得到的经验累积分布函数,F０表示为理论累积

分布函数．取 FN (xn)－F０(xn) 在随机变量xn

上的最大值作为 KS检验统计量,则

D＝ max
１≤n≤N

FN (xn)－F０(xn) ,n＝１,２,,N

(９)

　　通过查找 KS检验的临界值表得D N,α( ) ,其
中N 为样本总量,α 为置信度水平,一般取０．０５．如

果０．０５ ≤ D̂(N,α),就认为经验分布符合高斯分

布形态;否则,不符合高斯分布形态．
２．２　分裂操作

信息熵[１２]是随机变量取值的随机性度量,最大

熵[１５]是随机变量完全按照概率分布随机取值时的

信息熵值,此时变量取值的随机性达到最大,熵比是

信息熵与最大熵的比值．对 GMM 第k个子模型,令

Hk(X)表示信息熵,Hk
max(X)表示最大熵,该模型

熵比Spk 为

Spk ＝
Hk(X)
Hk

max(X)＝
－

１
Nk

∑
Nk

t＝１
logN(Xt|μk,Σk,πk)

－
１
２log[(２πe)d Σk ]

(１０)

　　分裂操作以熵比作为判别准则,选择熵比最小

的子模型进行分裂．GMM 中稀疏或凹形子模型的

熵比虽然较小,但这类子模型满足聚类条件,不应被

分裂为两个子模型．分裂操作通过 KS检验判断这

类子模型各分量上的高斯累积分布形态,阻止分裂．
基于熵比和 KS检验的分裂操作对熵比最小子

模型k进行 KS检验,如果Dk ＞ D̂(Nk,α)且其分

裂后 GMM 的 MDL值减小,则完成分裂并更新参

数．否则放弃分裂,令Spk ＝＋¥．
子模型k分裂为两子模型k１ 和k２,子模型个数

为K＝K＋１．对子模型k的协方差矩阵奇异值分解

Σk ＝UkSkVT
k ,获得最佳的子模型分裂方向Ak＝Uk

Sk ,以 均 分 方 式[９] 在 Ak 方 向 上 更 新 参 数

πk１,πk２,μk１,μk２,Σk１,Σk２{ } ,参数更新如下:

πk１ ＝πk２ ＝
１
２πk (１１)

μk１ ＝μk －
πk２

πk１
μkAk (１２)

μk２ ＝μk －
πk１

πk２
μkAk a２＋b２ (１３)

Σk１ ＝(πk２

πk１
)Σk －０．２５AkAT

k (１４)

Σk２ ＝(πk１

πk２
)Σk －０．２５AkAT

k (１５)

　　以上更新的参数 {πk１,πk２,μk１,μk２,Σk１,Σk２}
作为EM 算法的初始值,运行 EM 至收敛,调整k１

和k２ 的参数．
２．３　合并操作

合并步骤以模型相似度[１４]作为子模型对合并

的判别准则．定义相似度矩阵为U ,U ∈ ℝK×K 为上

三角矩阵．矩阵的元素Ui,j 为子模型对 {i,j}的相

似度,该值计算公式如下:

Ui,j ＝
γT

iγj

‖γi‖‖γj‖
(１６)

式中,γ ∈ ℝN×K 为高斯混合模型的权值矩阵,γi

代表其中一列,即第i 子模型的权值向量．相似度

Ui,j 等于两子模型权值向量 (γi,γj)的余弦相

似度．
合并操作以模型相似度作为判别准则,合并模

型相似度最大的子模型对．GMM 中空间近邻的两

子模型的相似度较大,但这类子模型对合并后不符

合高斯形态．合并操作后通过 KS检验计算合并后

的子模型高斯分布形态．如果满足高斯形态,执行

EM 算法更新参数,否则放弃合并操作．
基于 KS检验和模型相似度的合并操作中,把

相似度最大子模型对 i,j{ } 合并为inew ,对子模型

inew 进行KS检验,如果Dinew ＜D̂(Ninew ,α)且合并

后 GMM 的 MDL值减小,则完成合并并更新参数．
否则放弃合并,令Ui,j ＝－¥．

对需要合并的子模型对 i,j{ } ,合并后子模型

为inew ,子模型个数为K＝K－１．参数 {πinew ,μinew ,

Σinew}的更新公式如下:

πinew ＝πi＋πj (１７)

μinew ＝(πiμi＋πjμj)/πinew (１８)

Σinew ＝
１

πinew
{πi(Σi＋(μi－μinew)×(μi－μinew)T)

＋πj(Σj ＋(μj －μinew)×(μj －μinew)T)}
(１９)

　　以上将inew 的均值设置为子模型i和j均值的

中心点,并计算对应的协方差．以 {πinew ,μinew ,Σinew}
为初始值执行EM 算法调整inew 的参数．
２．４　算法描述

KSGMM 算法以 MDL为目标函数．在分裂操
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作中,以熵比最小原则和 KS检验选择待分裂子模

型,分裂后执行 EM 算法更新参数．在合并操作中,
以模型相似度最大原则确定待合并子模型对,若合

并后子模型满足 KS检验,则执行 EM 算法更新参

数,否则放弃合并,继续寻找需合并子模型对．迭代

执行分裂与合并操作至无子模型可分裂与合并,得
到估计的子模型个数和 GMM 参数．具体步骤如算

法２．１所示．
(Ⅰ)首先执行 EM 算法初始化子模型个数 K

和 GMM 参数 {μ,Σ,π},计算 MDL值L ．
(Ⅱ)分裂操作．计算所有子模型的熵比,对熵比

最小子模型k进行KS检验．如果Dk ＞D̂(Nk,α),
则根据式(１１Ｇ１５)把k 分裂为k１ 和k２,并执行 EM
算法更新k１ 和k２ 的参数,根据式(８)计算Lnew ,若
满足Lnew ＜L 则完成分裂,令L＝Lnew ,K＝K＋１．
否则放弃分裂,令Spk ＝＋ ¥．继续寻找待分裂子

模型．
(Ⅲ)合并操作．计算子模型间相似度矩阵U ,根

据式(１７Ｇ１９)合并相似度最大子模型对 {i,j}为

inew ,并执行 EM 算法更新参数．根据式(８)计算

GMM 的 MDL值Lnew ．如果Dinew ＜D̂(Ninew ,α)且

Lnew ＜L ,则完成合并,令L＝Lnew ,K＝K－１．否
则放弃合并,令Ui,j ＝－ ¥．继续寻找待合并子模

型对．
(Ⅳ)KSGMM 算法迭代分裂与合并操作,如果

不再有满足分裂与合并条件的子模型,结束算法．输
出子模型个数与 GMM 参数．

算法２．１　KSGMM算法

算法描述

　　输入:样本集 X＝{x１,x２,,xn};初始模型个数 K;初
始聚类中心

　　　　μ＝{μ１,μ２,,μK};

do{

　　根据式(８)计算 MDL值L;

　　执行EM 算法,计算 GMM 参数 μ,Σ,π{ } ;

　　％分裂子模型

　　根据式(１０)计算所有子模型的熵比{Spi|i＝１,２,,

K};

　　sort({Spi|i＝１,２,,K},ascend);

　　foriinK{

　　　％KS检验

　　　根据式(９)计算 KS检验值 Dk;

　　　if(Dk＞D̂(Nk,α)){

　　　　根据式(１１Ｇ１５),分裂k并初始参数{μk１,Σk１,πk１,

μk２,Σk２,πk２};

　　　　执行EM 算法,更新{μk１,Σk１,πk１,μk２,Σk２,πk２};

　　　　％判断 MDL是否减小

　　　　根据式(８)计算分裂后 GMM 的 MDL值Lnew;

　　　　if(Lnew＜L){

　　　　　K＝K＋＋;

　　　　　L＝Lnew;

　　　　　break;

　　　}else{

　　　　　Spk＝＋¥;

　　　　　放弃分裂操作}

　　　}else{

　　　　Spk＝＋¥;

　　　}

　　}

　　％合并子模型

　　根据式(１６)计算相似度矩阵 U;

　　foriinsize(Ui,j~＝０){

　　　合并相似度最大子模型对 i,j{ } 为inew;

　　　根据式(１７Ｇ１９)初始参数{μinew ,Σinew ,πinew };

　　　执行EM 算法,更新参数;

　　　％KS检验

　　　根据式(９),计算 KS检验值 Dinew ;

　　　if(Dinew ＜D̂(Ninew ,α)){

　　　　根据式(８),计算合并后 GMM 的 MDL值Lnew;

　　　　if(Lnew＜L){

　　　　　K＝K－－;

　　　　　L＝Lnew;

　　　　　break;

　　　　}else{

　　　　　Ui,j＝－¥;

　　　　　放弃合并;

　　　　}

　　　　}else{

　　　　　Ui,j＝－¥;

　　　　}

　　　}

　　}while(无合并与分裂操作){

　　　终止算法;

　　}

　　输出:模型个数 K;模型参数 μ,Σ,π{ } ;

３　实验

本节在 UCI数 据 集[３]、MNIST 手 写 体 数 据

集[１６]和生成数据集上设计了两组对比实验．
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３．１　实验环境

数 据 集 包 括:５ 个 UCI 数 据 集,分 别 是

Aggregation,k２far,Gaussian３,oldfaithful,sample１,
全部为２维数据;MNIST手写体数据集,是０~９的

阿拉伯数字手写体,每个样本有７８４维特征;生成数

据集bigdata_４０c,共有４０个子模型,２个属性,使用

Matlab的gmdistribution函数生成．数据集具体信

息如表１所示．
表１　数据集信息

Tab．１　Informationofdataset

数据集 标签 子模型个数 样本个数 特征个数

Aggregation 有 ７ ７８８ ２

k２far 有 ４ ４００ ２

Gaussian３ 无 ４ ５０００ ２

oldfaithful 无 ２ ２７２ ２

sample１ 无 ３ ４０００ ２

bigdata_４０c 有 ４０ ４００００ ２

MNIST 有 １０ ６００００ ７８４

　　 实 验 对 比 算 法 包 括 KSGMM 算 法、EM 算

法[１４]、SMEM 算法[９]、ESMＧEM 算法[６]、DPGMM
算 法 和 VDPGMM 算 法．其 中,DPGMM 和

VDPGMM 是基于狄利克雷过程混合模型的 GMM
算法．算法的详细信息如表２所示．

表２　算法准则

Tab．２　Criterionofalgorithm

算法 子模型选择准则 目标函数

KSGMM
分裂:KS检验＋熵比

合并:KS检验＋模型相似度
MDL

ESMＧEM
分裂:KL散度

合并:模型相似度
MDL

SMEM
分裂:熵比

合并:熵比
MDL

EM 后验概率最大模型 MLE

DPGMM 最大似然 MLE

VDPGMM 变分证据下界 ELBO

　　实验平台的CPU采用Intel(R)Core(TM)i５Ｇ
４５９０CPU ＠３．３０Hz,运行内存为４GB,操作系统

Windows７SP１,运行平台工具 Matlab２０１６b．
本节设计了两组对比实验．实验一,在７个数据

集上 运 行 KSGMM 和 EM,SMEM,ESMＧEM,

DPGMM,VDPGMM 算法,比较分析６种算法估计

的子模型个数及其迭代变化．实验二,把含标签数据

集 Aggregation,k２far,bigdata_４０c和 MNIST 分

为训练集和测试集,对６种算法进行训练和测试,比
较算法的训练和测试精度．
３．２　实验一

实 验 一 在 Aggregation,Gaussian３,k２far,

oldfaithful,sample１,MNIST,bigdata_４０c数据集

上 运 行 KSGMM 和 EM,SMEM,ESMＧEM,

DPGMM,VDPGMM 算法,bigdata_４０c数据集的

子模型个数初始值设置为４５,其他数据集的子模型

个数的初始值都设置为 １５．KSGMM,SMEM 和

ESMＧEM 算法基于分裂与合并操作,子模型个数在

迭代中会出现波动,这３种算法的迭代过程如图１
所示．所有算法估计的子模型个数如表３所示．为了

实验结果的可视化,选取 UCI数据集的聚类结果进

行绘图,如图２所示．
表３　子模型个数估计值

Tab．３　NumberofsubＧmodels

数据集 EM
SM
EM

ESMＧ
EM

KSG
MM

DPG
MM

VDPG
MM

Aggregation ４ ９ ９ ６ ４ ２

k２far ６ ５ ５ ４ ５ ４

Gaussian３ ５ ４ ６ ２ １ １

oldfaithful ４ ６ ４ ２ ２ １

sample１ ５ ４ ４ ３ １０ ９

bigdata_４０c ２ ６ ６ ３４ １４ ６

MNIST ９ １５ １６ １２ １５ ８

　　由表３可知,KSGMM 对 k２far,Gaussian３,

oldfaithful,sample１子模型个数的估计与实际值一

致;在 Aggregation数据集上子模型个数的估计值

为６,实际值为７;在bigdata_４０c数据集上子模型个

数的估计值是３４,实际值是４０;在 MNIST 数据集

上子模型个数的估计值是１２,实际值是１０．EM 算

法在 Aggregation,bigdata_４０c数据集上的估计值

小于实际值,在其他５个数据集上的估计值均大于

实际值．ESMＧEM、SMEM 算法在bigdata_４０c数据

集上的子模型估计值小于实际值,其他数据集子模型

个数估计值小于实际值．DPGMM算法在oldfaithful
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图１　迭代过程

Fig．１　Iterationprocess

图２　算法聚类结果

Fig．２　ResultsofClustering
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数据 集 上 估 计 的 子 模 型 个 数 与 实 际 值 相 等,在

Aggregation,Gaussian３和 bigdata_４０c数据集上

的子 模 型 个 数 估 计 值 小 于 实 际 值,在 k２far,

sample１和 MNIST数据集上的子模型个数估计值

均大于实际值．VDPGMM 算法在k２far数据集上得

到正 确 的 子 模 型 个 数 估 计 值,在 Aggregation,

Gaussian３,oldfaithful,bigdata_４０c和 MNIST 数

据集上的子模型个数估计值小于实际值,其他数据

集上子模型个数估计值均大于实际值．KSGMM 算

法给出最优子模型个数选择结果．
由图２可知,KSGMM 算法把 Aggregation中

相互连接的两个子模型划分为１个子模型,在其他

的数据集上均得到了正确的聚类结果．EM 算法把

Aggregation中紧密连接的子模型划分为１个子模

型,把k２far,Gaussian３,oldfaithful数据集中的稀

疏样本划分为多个子模型．SMEM 和 ESMＧEM 算

法把 Aggregation中凹形和圆形区域内样本划分为

２个子模型,把 Gaussian３,oldfaithful,sample１中

稀疏样本划分为２个或多个子模型．基于狄利克雷

过 程 的 DPGMM 算 法 和 VDPGMM 算 法 把

Aggregation,Gaussian３和oldfaithful数据集中多

个模 型 错 误 的 估 计 为 １ 个 基 分 布,把 k２far,

sample１和数据集中的１个基分布错误估计为多个

基分布．
由算法的迭代过程图１可知,KSGMM 算法在

Aggregation,k２far,Gaussian３,sample１上的迭代

次数都达到了最小,ESMＧEM 算法在 Aggregation,

Gaussian３,sample１上存在振荡现象,SMEM 算法

在 Gaussian３上存在振荡现象．
综合以上分析,SMEM 算法在含有稀疏样本的

数据中容易过度分裂,在学习过程中产生振荡现象,

估计的子模型个数较实际值偏大,在大规模子模型

数据中容易过度合并,子模型个数估计值较实际值

偏小．ESMＧEM 算法在样本分布不均衡与稀疏样本

中都容易造成过度分裂,在大规模子模型数据中容

易过度合并,这种过度操作导致算法迭代过程出现

振荡现象．相对于以上２种算法,KSGMM 算法基于

熵比和 KS检验的分裂判别准则在分裂操作中能够

保留 GMM 中的稀疏或凹形子模型,基于模型相似

度和 KS检验的合并判别准则在合并操作中能够阻

止过度合并．这种准则能够消除振荡现象,减少迭代

次数,并且估计的子模型个数接近实际值．基于狄利

克雷过程的DPGMM,VDPGMM 算法在不均衡和

大规模子模型的样本中对基分布的离散化较小,低
估子模型个数,在含有稀疏样本的样本中对基分布

过于离散化,估计子模型偏大．
３．３　实验二

实验 二 把 含 有 标 签 的 数 据 集 Aggregation、

k２far、bigdata_４０c和 MNIST划分为训练集和测试

集．其中,Aggregation的训练集与测试集样本数量

分别为６００和１８８,k２far的训练集与测试集样本数

量分别为３００和１００,bigdata_４０c的训练集与测试

集样本数量分别是３６０００和４０００,MNIST的训练

集与测试集样本数量分别是６００００和１００００．在

Aggregation、k２far、bigdata_４０c和 MNIST 的训练

集 上 运 行 KSGMM 算 法 和 ESMＧEM,SMEM,

EM,DPGMM,VDPGMM 算法,并将bigdata_４０c
数据集对应的初始子模型个数设置为４５,其他数据

集的初 始 子 模 型 个 数 设 置 为 １５．用 训 练 结 果 对

Aggregation,k２far,bigdata_４０c和 MNIST 的测

试集进行预测．算法训练和测试精度如表４所示．

表４　算法精度比较

Tab．４　Accuracycomparisonofalgorithms

Aggregation

Components Train Test

k２far

ComponentsTrain Test

bigdata_４０c

ComponentsTrain Test

MNIST

ComponentsTrain Test

KSGMM ６ ９５％ ９７．８７％ ４ １００％ １００％ ３４ ９７．４９％ ８５．００％ １２ ６６．０５％ ４７．８２％

ESMＧEM ９ ７０．１７％ ７７．６６％ ５ ９８．３％ ９８．４％ ６ １５．０％ １５．０６％ １６ ４８．０８％ １３．２１％

SMEM ９ ７７．３３％ ７７．１３％ ５ ９７．５７％ ９８．１％ ６ １５．０％ １５．０％ １５ ３２．１４％ ９．６３％

EM ４ ６６．４５％ ６４．８９％ ６ ９０．６７％ ９６％ ２ ７．５０％ ７．５０％ ９ ５９．６１％ １５．７％

DPGMM ４ ４１．１７ ４０．４３％ ５ ８６．６７％ ９０．０％ １４ ３５．０１％ １２．５％ １５ ４８．０８％ ５９．５％

VDPGMM ２ ３４．５％ ４９．４７％ ４ １００％ １００％ ６ １５．０ １０．０％ ８ ５２．４３％ ６８．０５％
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　　结合表１和表４分析．在 Aggregation数据集

上,KSGMM 算法的子模型个数估计值、训练精度

和测试精度都得到最佳结果．在 k２far数据集上,

KSGMM 和 VDPGMM 算法的子模型个数估计值,
训练精度和测试精度与真实值完全相同．在bigdata
_４０c数据集上,KSGMM 算法的子模型个数估计值

与实际值最接近,算法的测试精度和训练精度分别

为９７．４９％和８５．０％．在 MNIST数据集上,EM 算法

的子模型个数估计值最接近真实值,KSGMM 算法

的训练精度最好,为６６．０５％;VDPGMM 算法的测

试精度达到最高,为６８．０５％．
综上可知,子模型个数的选择对算法预测精度

影响很大,算法选择的子模型个数越接近实际值,训
练和测试的精度越高．在稀疏、凹形以及子模型样本

不均衡的样本中,以熵比为判别准则和以 KL散度、
模型相似度为判别标准的 GMM 算法以及基于狄

利克雷过程的 GMM 估计算法表现都较差,尤其在

大规模子模型样本中,这两类算法的子模型个数估

计值与实际值差距较大．KSGMM 算法通过基于熵

比和 KS检验的分裂以及基于 KS检验和模型相似

度的合并估计的子模型个数最为接近实际值,提高

了 GMM 参数的估计精度．

４　结论

本文提出 KSGMM 算法,以 MDL为目标函数

平衡数据拟合度与模型复杂度．基于熵比和 KS检

验的分裂判别准则在分裂操作中能够保留 GMM
中的稀疏或凹形子模型,基于模型相似度和 KS检

验的合并判别准则在合并操作中能够阻止过度合

并．实验证明,KSGMM 算法能够精确估计子模型个

数,提高了对 GMM 参数的估计精度．同时在算法的

迭代中,每次运行 EM 之前通过 KS检验阻止过度

的分裂与合并,KSGMM 算法能够避免振荡现象,
提高收敛速度．
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