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摘要:光场的扩散和振幅衰减是光场演化的两个主要机制,在量子调控中有重要的应用,也是产生

新光场的途径．从物理要求出发来推导密度算符的扩散方程和振幅衰减方程,即从相干态表象来演

示这两个方程的经典对应分别是通常意义下扩散方程和振幅衰减方程,这样就可以令人信服地说

明它们的合理性．在此基础上证明光场二项式态的振幅衰减即是体现在二项分布的参数的衰减,

r０ →r０e－２χt,χ 是衰减系数．
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０　引言

量子统计力学不像牛顿力学那样追求每个微观

粒子在一定初始条件下任何时刻所处的确切的动力

学状态,而是认为粒子集合的动力学状态遵从统计

规律．其研究的对象是大量处于相同宏观条件下全

同的微观粒子组成的集合,每个微观粒子的动力学

遵从量子力学的规律而各处于某一微观运动状态,
即是说,某一时刻每个微观粒子以一定几率处于某

一量子态;粒子集合的宏观量是相应的可观测量对

可能处的各种量子态的统计平均值．这样,在量子统

计力学中,人们引进统计系综和系综平均值的概念．
统计系综定义为处于相同宏观条件下性质全同

而各处于某一量子态、并各自独立的大量微观系统

的集合．在此基础上,应用统计的方法,解释物体在

宏观上、整体上表现出来的物理性质．在平衡态的系

综理论中,经常用到正则系综．与温度恒定的大热源

相接触,具有确定粒子数和体积的系统组成的统计

系综称为正则系综．正则系综的宏观状态的特征是

系统的体积、粒子数和温度恒定．
在量子统计力学和量子光学中系统的动力学演

化常以密度矩阵的主方程的面目出现,这是对系统Ｇ
环境有相互作用的总密度矩阵的时间演化式部分求

迹的结果．系统的动力学演化中有两种宏观机制最

为常见:一是扩散,扩散原指通过分子热运动从物质

浓度的高处向低处的输运过程,其微观机理与热传

导相似,扩散的快慢与粒子的浓度梯度成比例;另一

种是耗散,系统的能量或粒子损失,是不可逆过程的

必然表现．在经典力学框架中,扩散和耗散各自有相

应的数学物理方程描述．在量子光学框架里,扩散与

耗散都有可能伴随着退相干和非经典效应产生．常
见的系统密度矩阵的扩散方程和振幅衰减方程分

别是[１Ｇ３]

dρ(t)
dt ＝κ(a†aρ－a†ρa－aρa† ＋ρaa†) (１)

式中,κ是扩散系数;

dρ(t)
dt ＝χ(２aρa† －κa†aρ－κρa†a) (２)

式中,χ 是衰减系数．因为传统文献中介绍的系统Ｇ
环境有相互作用的总密度矩阵的时间演化式比较复

杂,对其部分求迹也做了一定的近似,所以不少初学

者对这两个方程的来源不了解．鉴于光场的扩散方

程和振幅衰减是光场演化的两个主要机制,在量子

调控中有重要的应用,也是产生新光场的途径,本文

将从物理要求出发来推导这两个方程,即从经典扩

散方程和纯相干态密度算符的振幅衰减方程来推导

式(１)和式(２),纯相干态是最接近于经典情形的量

子态,我们将用相干态表象[４Ｇ５]和有序算符内的积分

理论[６Ｇ１０]来达到这一目的,这样就可以令人信服地

说明式(１)和(２)的合理性．在此基础上我们证明光

场二项式态的振幅衰减即是体现在二项分布的参数

的衰减,r０ →r０e－２χt．

１　从经典扩散方程推导量子光场扩

散方程

从经典分布函数P(z,t)的扩散方程

∂P(z,t)
∂t ＝－κ∂２P(z,t)

∂z∂z∗
(３)

出发,我 们 来 导 出 光 场 密 度 矩 阵 扩 散 方 程．将

P(z,t)看作是一个密度算符在相干态表象中的 P
表示,即

ρ(t)＝∫d２z
πP(z,t)|z＞＜z| (４)

式中,|z＞ 是相干态,

|z＞＝e－|z|２/２＋za†

|０＞ (５)
满足本征方程

a|z＞＝z|z＞ (６)
和有完备性

∫d２z
π |z＞＜z|＝１ (７)

用有序算符内的积分技术和|０＞＜０|＝:e－a†a:可

将式(７)表达为正规乘积形式:

|z＞＜z|＝:e－|z|２＋za†＋z∗a－a†a: (８)

∫d２z
π |z＞＜z|＝∫d２z

π
:e－|z|２＋za†＋z∗a－a†a:＝１

(９)
任意算符ρ可以用它展开,其展开函数就称为ρ 的

P 表示．求展开函数P(z)的方法是根据相干态的

内积

＜z′|z＞＝e－|z|２/２－|z′|２/２＋z′∗z (１０)

　　对式(４)两边求矩阵元:

＜－z′|ρ|z′＞＝e－|z′|２∫d２z
πP(z)e－|z|２－z′∗z＋z∗z′

(１１)

　　由于 z∗z′－z′∗z( ) 是纯虚数,可把式(１１)右
边看作是P(z)e－|z|２ 的 Fourier变换,那么其反变

换是
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P(z)e－|z|２ ＝∫d２z′
π ＜－z′|ρ|z′＞e|z′|２＋z′∗z－z∗z′

(１２)

　　将式(４)两边对时间求导,有

dρ(t)
dt ＝∫d２z

π
∂P(z,t)

∂t |z＞＜z| (１３)

　　将经典方程式(３)代入(１２)可见

dρ
dt＝－κ∫d２z

π
∂２P(z,t)
∂z∂z∗ |z＞＜z| (１４)

　　用式(８)得到

a†|z＞＜z|＝∶a†e－|z|２＋za†＋z∗a－a†a∶＝

(z∗ ＋
∂
∂z

):e－|z|２＋za†＋z∗a－a†a∶＝

(z∗ ＋
∂
∂z

)|z＞＜z| (１５)

|z＞＜z|a＝ z＋
∂

∂z∗
æ

è
ç

ö

ø
÷|z＞＜z|．

于是

－
∂２

∂z∂z∗ |z＞＜z|＝z(z∗ ＋
∂
∂z

)|z＞＜z|－

(z∗ ＋
∂
∂z

)(z＋
∂

∂z∗
)|z＞＜z|－

|z|２|z＞＜z|＋(z＋
∂

∂z∗
)(z∗ |z＞＜z|)＝

za†|z＞＜z|－(z∗ ＋
∂
∂z

)|z＞＜z|a－

|z|２|z＞＜z|＋(z＋
∂

∂z∗
)|z＞＜z|a† ＝

a†a|z＞＜z|－a†|z＞＜z|a－
a|z＞＜z|a† ＋|z＞＜z|aa† (１６)

　　将式(１５)代入式(１３)得到

dρ
dt＝κ∫d２z

πP(z,t)(a†a|z＞＜z|－

a†|z＞＜z|a－a|z＞＜z|a† ＋
|z＞＜z|aa†) (１７)

即得到量子扩散方程

dρ
dt＝κ(a†aρ－a†ρa－aρa† ＋ρaa†) (１８)

２　量子振幅耗散方程的导出

由于自然界中任何系统都不可能是完全孤立于

其环境,系统与环境的耦合总有噪声产生,那么描述

系统的振幅衰减的动力学演化方程是什么呢? 光场

在振幅衰减通道中的演化的一个典型例子是纯相干

态密度算符|α＞＜α|的振幅衰减,纯相干态是最

接近于经典情形的量子态,故我们从一个相干态

|α＞＜α|的振幅衰减(χ 是衰减率)

|α＞＜α|→ αe－χt ＞＜αe－χt (１９)
着手讨论这个演化受什么方程支配．

用正规乘积性质及

αe－χt ＞＜αe－χt ＝:exp(－|α|２e－２χt＋　　　　　
　　　 　αe－χta† ＋α∗e－χta－a†a): (２０)

得到

d
dt|αe－χt ＞＜αe－χt|＝

d
dt

:exp(－|α|２e－２χt＋

αe－χta† ＋α∗e－χta－a†a):＝
２χ|α|２e－２χt|αe－χt ＞＜αe－χt|－

χa†αe－χt|αe－χt ＞＜αe－χt|－
χ|αe－χt ＞＜αe－χt|α∗e－χta＝

２χa|αe－χt ＞＜αe－χt|a† －χa†a|αe－χt ＞＜αe－χt|－
χ|αe－χt ＞＜αe－χt|a†a．

令 αe－χt ＞＜αe－χt ＝ρ(t),式(２１)就等价于

d
dtρ

(t)＝χ ２aρa† －χa†aρ－χρa†a[ ] (２２)

　　这就给出了量子振幅耗散方程．

３　光场二项式态的振幅衰减

再看光场二项式态的振幅衰减,二项式分布是

m 个相互独立且以r 为参数的(０Ｇ１)分布随机变量

之和,光场二项式态的密度算符是[１１]

ρb ＝∑
m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷rl １－r( ) m－l|l＞＜l| (２３)

式中,|l＞ 是光子数态,

|l＞＝
a†l

l!
|０＞,a†a|l＞＝l|l＞ (２４)

　　定理３．１　ρb 的振幅衰减相当于参数的衰减,

r０ →r０e－２χt．

证明　对式(２２)两边做 d
dt

运算,得到

d
dtρb ＝∑

m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷ [lrl－１(１－r)m－l －　　

rl(１－r)m－l－１(m－l)]dr
dt|l＞＜l| (２５)

　　另一方面,用a|l＞＝l|l－１＞,得到

aρba† ＝∑
m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷rl(１－r)m－ll|l－１＞＜l－１|＝

∑
m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷ (m－l)rl＋１(１－r)m－l－１|l＞＜l|

(２６)
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于是

χ ２aρba† －a†aρb －ρba†a( ) ＝　　　　　　

２χ∑
m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷ {m－l( )rl＋１ １－r( ) m－l－１－

lrl １－r( ) m－l}|l＞＜l| (２７)

　　若让式(２６)与式(２４)相等,比较|l＞＜l|的

系数可见需要

dr
dt＝－２χr (２８)

其解是

r＝r０e－２χt (２９)
式中,r０ 是初始值．所以初始二项式态的振幅衰减

就是

ρb(t)＝　　　　　　　　　　　　　　　　　

∑
m

l＝０

m
l

æ

è
ç

ö

ø
÷ r０e－２χt( )l １－r０e－２χt( ) m－l|l＞＜l|

(３０)
处于ρb(t)混态的平均光子数为

trρb(t)a†a( ) ＝mr０e－２χt (３１)
式(３１)物理意义在于,在自然界中,系统皆受热库包

围而耗散,量子光场的退相干不可避免,我们可以从

比较光场演化后的终态与初态的光子数的差别来判

断退相干的情形．

４　结论

我们采用相干态表象和有序算符内的积分理

论,从经典扩散方程和纯相干态密度算符的振幅衰

减方程推导了量子光场密度矩阵扩散方程和振幅衰

减方程,此推导简捷明了,避免了以往复杂的思路,
这也便于人们理解量子统计力学和量子光学中系统

的动力学主方程的来源及其演化规律．在此基础上

我们证明了光场二项式态的振幅衰减,即体现在二

项分布的参数的衰减r０ →r０e－２χt ,并给出了处于

ρb(t)混态的平均光子数,由此可判断量子光场的

退相干情况．今后我们将用此方法讨论其他量子通

道的时间演化．

参考文献(References)

[１]LOUISELL W H, LOUISELL W H．Quantum
StatisticalPropertiesofRadiation[M]．New York:

Wiley,１９７３,５３８(２):２６３Ｇ２７４．
[２]FOXAM,FOXM．QuantumOptics:AnIntroduction

[M]．Oxford:OUP,２００６:３５．
[３]PURIRR．MathematicalMethodsofQuantum Optics

[M]．Berlin:SpringerScience & Business Media,

２００１:１９５．
[４]KLAUDERJ,SKAGERSTAM B．CoherentStates:

ApplicationsinPhysicsandMathematicalPhysics[M]．
Singapore:WorldScientific,１９８５:２１９Ｇ２１９．

[５]GLAUBER R J．The quantum theory of optical
coherence[J]．Physical Review,１９６３,１３０ (６):

２５２９Ｇ２５３２．
[６]FAN H Y．From Quantum Mechanicsto Quantum

Optics:DevelopmentoftheMathematicalPhysics[M]．
Shanghai:ShanghaiJiaoTongUniversityPress,２００５:

１１１Ｇ１１４．
[７]FAN H Y,LU H L,FAN Y．NewtonＧLeibniz

integrationforketＧbraoperatorsinquantum mechanics
andderivationofentangledstaterepresentations[J]．
AnnalsofPhysics,２００６,３２１(２):４８０Ｇ４９４．

[８]FANHY．Operatororderinginquantumopticstheory
andthedevelopmentofDirac’ssymbolicmethod[J]．J
OptB:QuantSemiclassOpt,２００３,５(４):１４７Ｇ１６３．

[９]HU L Y,FAN H Y．Generalized positiveＧdefinite
operatorinquantumphasespaceobtainedbyvirtueof
theWeylquantizationrule[J]．ChinPhysLett,２００９,

２６(６):０６０３０７．
[１０]HULY,FANHY．Newapproachforsolvingmaster

equationsinquantumopticsandquantumstatisticsby
virtueofthermoＧentangled staterepresentation[J]．
CommunTheorPhys,２００９,５１(４):７２９Ｇ７４２．

[１１]BERRY M V．Commenton “new representationof
quantum chaos” [J]．Phys Lett A,１９８４,１０４:

３０６Ｇ３０８．

７７３第５期 用相干态表象论密度矩阵的扩散方程和振幅衰减方程的来源


