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摘要:前人工作发现 N 粒子相对论性闭 Toda链的波函数可以由与之相关联的规范理论计算出

来．但是在这个结果中,只包含了能量在能级上的波函数的行为,而对于非物理的能量,即不在能级

上的能量,我们并不知道对应的波函数有着什么样的性质．这里提出了一个猜想来计算非物理的能

量上的波函数,并且通过数值计算证明了对于非能级的能量不可能得到没有发散的波函数．而且由

于有极点抵消的条件,可以从中得到关于开闭BPS不变量之间的关系．
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０　引言

量子力学创建至今已有一百多年,可是除了极

少数的模型,比如氢原子模型和谐振子模型之外,对
一个一般的量子力学系统,去求解它的解析解仍然

是一件非常困难的事情．对于大部分的量子力学系

统,只能通过近似方法求得数值解．近年来,一系列

研究[１Ｇ４]表明可能找到了一系列的可以完全解析求

解的量子力学系统:相对论性的 Toda链．许多研究

已经表明,相对论性的 Toda链模型与一个五维的

规范理论之间有相互的对应关系,或者说与 Toric
的卡拉比Ｇ丘几何上的拓扑弦理论相对应．因为关于

Toric的卡拉比Ｇ丘几何上的镜像曲面的量子化系统

已经有了很多的研究结论,从而可以从这些已知的



结果中得到相对论性的 Toda链的严格的量子化条

件,继而通过求解量子化条件得到这个系统的能谱．
在知道了如何求解一个量子系统的能谱结构之后,
一个很自然的想法就是去进一步尝试找出这个系统

各个能级所对应的波函数．在已有的工作中,学者们

已经尝试过多种方法去求解卡拉比Ｇ丘几何上的拓

扑弦量子化来得到量子力学系统的波函数．文献[５]
尝试使用 WKB近似的方法去求解．而文献[６Ｇ７]提
出了一个关于波函数的猜想并且在多个模型上做了

数值求解来验证这个猜想成立．在这个猜想中,波函

数只有在能量满足严格的量子化条件时才是实数上

平方可积的函数,而平方可积是对量子力学系统的

波函数的一个物理的要求,只有平方可积的波函数

才是物理的波函数．文献[４]指出,因为相对论性的

Toda链模型可以与五维的规范理论联系起来,所以

这个模型的波函数可以通过规范理论求解,但该文

献只给出了能级上的波函数解．而本文的关注点是

任意能量上的波函数,不限制能量必须处在能级上,
即在能量不一定满足严格的量子化条件的情况下给

出一般的能级表达式．

１　相对论性Toda链的严格量子化条

件与能谱

由Toda链的定义可得,N 粒子的Toda链得到

的量子力学系统的哈密顿量有着如下的形式:

H
︿
＝∑

N

m＝１
１＋e

－iπω１＋２π(xm－xm＋１)
ω２[ ]eω１pm (１)

式中,xm 和pm 分别表示是第m 个粒子的位置和动

量算符．由于这个系统是一个链,所以还需要确定边

界条件才能完整地确定唯一的系统性质．边界条件

由如下方程确定:

xN＋１＝x１－
ω２

２πlnQrel,Qrel＝e
－２πm０

ω２ (２)

式中,ω１ 与ω２ 是与约化普朗克常数ћ 有关的参数．
不同的边界条件决定了不同的量子力学系统,由方

程可知Qrel≥０,而不同的Qrel的取值决定了不同的

系统性质．当Qrel＝０时,这个系统被称为开的 Toda
链;反之,当Qrel＞０时被称为闭的 Toda链．对于相

对论性的 Toda链来说,有一个非常重要的性质:任
何一个相对论性的 Toda链,都存在另一个相对论

Toda链与其对偶[８]．对偶的系统由如下的哈密顿量

描述:

H
︿

＝∑
N

m＝１
１＋e

－iπω２＋２π(xm－xm＋１)
ω１[ ]eω２pm (３)

同时该对偶系统的边界条件是

xN＋１＝x１－
ω１

２πlnQ


rel,Qrel＝e
－２πm０

ω１ (４)

　　从式(１),(３)可以发现,这两个哈密顿量满足对

易关系,所以这一对偶系统拥有共同本征态,也就是

说一个函数如果是原系统的本征函数,那也同时就

是对偶系统的本征函数．波函数就一定同时满足这

一对对偶系统的薛定谔方程．
在开始讨论波函数之前我们先讨论 Toda链的

能谱问题,因为求出了能谱才能去求解能级所对应

的本征函数．由之前的工作可以知道,相对论性开

Toda链的能谱是连续谱,而相对论性闭 Toda链的

能谱是离散的．本文只介绍２粒子的相对论性闭

Toda链的量子化条件,而这一部分在文献[９]中有

过简单的说明．在 GHM 理论中,严格的量子化条

件,或者说是波尔Ｇ索末菲条件,是通过要求谱行列

式等于０来得到的．在谱行列式中,同时包含了非精

细的配分函数与 NS极限下的配分函数．然而在随后

的工作[１０]中发现可以得到一个与 GHM 理论等价的

表示形式,这个理论在求解严格量子化条件中只用到

了NS极限下的配分函数．这个理论表达式可以写为

Ə
Əai

[Fcl
NS＋FBPS,p

NS ＋FBPS,np
NS ]＝２πini (５)

　　文献[３]已经讨论过了一般的相对论性N 粒子

Toda链．在这个方程中,Fcl
NS是多项式项,FBPS,p

NS 是微

扰的瞬子项,而FBPS,np
NS 是非微扰的瞬子项．在一般的

情况下,FBPS,p有如下的形式:

FBPS,p
NS ＝

ω２

４πi∑n＞０
∑
jL ,jR

∑
d＞０

(－１)nBd

n２ Nd
jL ,jR

sin[(２jL ＋１)πn
ω１

ω２
]sin[(２jR ＋１)πn

ω１

ω２
]

sin３[πn
ω１

ω２
]

e－
２πndt
ω２ (６)

式中,t是 Kahler参数,形式上是一个N 维的向量,通过t可以定义一个矢量a,a 与体系的能量相关,定义

如下:
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ti＝ai－ai＋１(i＜N －１),tN ＝m０＋a１－aN

(７)
并且在这个形式中,对于所有使得 BPS 不变 量

Nd
jL,jR 不为零的d,jL,jR,B场被要求满足如下的

关系

(－１)Bd ＝(－１)２jL＋２jR＋１ (８)
而非微扰项与微扰项之间满足如下的关系:

Fp
NS(a,ω１,ω２,m０)＝Fnp

NS(a,ω２,ω１,m０) (９)

　　在这里可以很明显地看出,无论是微扰项 Fp
NS

还是非微扰项Fnp
NS都在

ω１

ω２
∈QQ 处发散．但是这两项

的和没有发散．发散能够抵消的关键是微扰项与非

微扰项部分都有 B场的存在,利用 B场的性质(８)
可以发现对于任意的极点,两者求和之后都会相互

抵消掉．
考虑一个实际的例子:双粒子的相对论性 Toda

链和它的对偶系统．这一对模型可以用如下的哈密

顿量来描述:

H
︿
＝eiω１Əσ ＋e－iω１Əσ ＋e

２πσ
ω２ ＋Qrele－

２πσ
ω２ ,

H
︿

＝eiω２Əσ ＋e－iω２Əσ ＋e
２πσ
ω１ ＋Qrele－

２πσ
ω１

} (１０)

式中,我们引入了新的符号Qrel,定义如下:

Qrel＝e－
２πm０

ω２ ,Qrel＝e－
２πm０

ω１ (１１)

　　这里要求a１＝－a２＝
a
２

,其中参数a＝a１－a２

与 Kahler参数t 相等．同时m０ 在这里代表了拓扑

弦理论中的质量参数．在式(５)中,考虑对a１ 的导

数,可以得到如下方程:

２πn＝
１
i

Ə
Əa１

[Fcl
NS＋FBPS,p

NS ＋FBPS,np
NS ]＝

２
i

Ə
Əa

[FNS]＝
２πa２

ω１ω２
＋

２πm０a
ω１ω２

－
π(ω２

１＋ω２
２)

３ω１ω２
－π＋

∑
jL ,jR

∑
n≥１

∑
d１,d２

(－１)(２jL＋２jR＋１)n

n
(d１＋d２)Nd１,d２

jL ,jR ×
sin[(２jL ＋１)πn

ω１

ω２
]sin[(２jR ＋１)πn

ω１

ω２
]

sin３[πn
ω１

ω２
]

e－２πnd１

a
ω２e－２πnd２

m０＋a
ω２ ＋

∑
jL ,jR

∑
n≥１

∑
d１,d２

(－１)(２jL＋２jR＋１)n

n
(d１＋d２)Nd１,d２

jL ,jR ×
sin[(２jL ＋１)πn

ω２

ω１
]sin[(２jR ＋１)πn

ω２

ω１
]

sin３[πn
ω２

ω１
]

e－２πnd１

a
ω１e－２πnd２

m０＋a
ω１

(１２)

　　若考虑的是对a２ 求导,得到的将会是相同的方

程,所以在这里只需要考虑对a１ 求导的方程即可得

到全部限制条件．从严格的量子化条件(１２)中可以

很明显地观察出,该式是S自对偶的,在S对偶变换

下保持不变．因为可能会产生发散的微扰项与非微

扰项的极点会相互抵消掉,所以该式在
ω１

ω２
∈QQ ＋ 处

没有极点,是一个在定义域上有着良好性质的函数．
因为a(n)与能级的能量之间有着一一对应的关系,
每一个a 对应着一个能量,所以在本文中将会用由

严格量子化条件(１２)中得到的第n 个解a(n)来代表

第n 个能级的能量,而不是直接使用能量E(n)．表１
给出了不同参数下的a(n)的解．

表１　不同参数下量子化条件的解

Tab．１　Solutionofquantizationconditionswithdifferentparameters

(ω１,ω２,m０) ２－１
２ ,１,－

１
２π( ) ２－１

３ ,２
１
３ ,－３

２π( ) ２－１
４ ,２

１
４ ,－３

２π( ) ２－１
５ ,２

１
５ ,－５

２π( )
a(０) ０．８６２２３２５ １．２０３４８２６ １．１９５７９９４ １．４０４９３９８

a(１) １．２２７３０２１ １．６２６９１４３ １．６２１１７５９ １．８１４１１５４

a(２) １．５０２３０３６ １．９４９４７８３ １．９４４７９７３ ２．１３１３１０６

２　非物理的能量上的波函数

本节讨论 N 粒子的相对论性闭 Toda链的本

征函数．在本文目标模型N＝２的情况下,求解本征

函数等价于求解对应的巴克斯特方程与其对偶方程

的解．这里闭链所对应的巴克斯特方程和对偶方程

９４３第５期 相对论性闭 Toda链的波函数讨论



有如下的形式:

[Q
１
２rel(eiω１Əσ ＋e－iω１Əσ )＋e

２πσ
ω２ ＋e－

２πσ
ω２ ]q(σ,a,ω１,ω２,m０)＝Eq(σ,a,ω１,ω２,m０),

[Q
１
２rel(eiω２Əσ ＋e－iω２Əσ )＋e

２πσ
ω１ ＋e－

２πσ
ω１ ]q(σ,a,ω１,ω２,m０)＝Eq(σ,a,ω１,ω２,m０)} (１３)

　　由文献[１１]中可以知道,巴克斯特方程和其对偶方程的共同解一定是两个独立项的线性叠加,忽略一个

整体的与σ无关的乘数因子,可以得到式(１３)的解为

q∝e
iπm０σ
ω１ω２S－１

２ (i(σ－
a
２

)|ω１,ω２)S－１
２ (i(σ＋

a
２

)|ω１,ω２)q(ac)
NS (σ,a,ω１,ω２,m０)－

ξe
－iπm０σ
ω１ω２ S－１

２ (－i(σ－
a
２

)|ω１,ω２)S－１
２ (－i(σ＋

a
２

)|ω１,ω２)q(c)
NS(σ,a,ω１,ω２,m０) (１４)

　　由文献[１２]可以了解到式(１４)中的瞬子项q(c/ac)
NS 可以被写为两个配分函数的瞬子部分Zc/ac

３d/５d,NS的乘积:

q(c)
NS(σ,a,ω１,ω２,m０)∝Zc

３d/５d,NS(ω,μ,e２πiq,Qrel)Zc
３d/５d,NS(ω－１,μ,e－２πiq－１,Qrel) (１５)

q(ac)
NS (σ,a,ω１,ω２,m０)∝Zac

３d/５d,NS(ω－１,μ,e－２πiq－１,Qrel)Zac
３d/５d,NS(ω,μ,e２πiq,Qrel) (１６)

　　为了简化方程的形式,我们在这里引入符号

q＝e
２πiω１

ω２ ,μ＝e
２πa
ω２ ,ω＝e－

２πσ
ω２ ,

q ＝e
２πiω２

ω１ ,μ ＝e
２πa
ω１ ,ω ＝e－

２πσ
ω１

} (１７)

　　由文献[４]可以知道当参数a 等于严格的量子

化条件的解,并且选择了合适的线性叠加系数ξ的

值的时候,式(１４)是一个在定义域上性质良好没有

极点的函数．当参数a 取值等于严格量子化条件的

第n 个解a(n)时,ξ 的取值应该等于－(－１)n．就可

以得到式(１３)的没有极点的解．
在计算能级所对应的波函数,即参数a 满足

a＝a(n)时,文献[４]声称可以取线性叠加系数ξ＝

－(－１)n,这时可能出现在σ＝±
a
２

处的极点会被

消除,于是可以得到一个完整的没有极点的波函数

解,可以做数值求解来检验这个声明．在第n 个能级

上取叠加参数ξ＝－eiπn看上去是一个很不自然的设

定,完全是为了满足某些要求而人工强行要求的．在
波函数解中线性叠加系数应该是一个对任意能量都

适用的一般的函数,同时这个函数在能量满足严格

量子化条件(１２)时会退化到之前的选择．
当能量不满足严格量子化条件时,从式(１４)里

可以很轻易地发现q 是发散的．因为q 中的双正弦

函数项存在零点,而且它是在q 的分母上．附录给出

了双正弦函数的性质,从中可知,S２(x|ω)的零点为

x＝n１ω１＋n２ω２,n１,n２≤０．因为σ和a 都是实数,

所以可以得到q 只有两个极点,即σ＝±
a
２．而波函

数要求在定义域上没有发散,所以就需要去选取合

适的线性叠加系数ξ去将极点抵消掉,才能得到完

整的没有发散的波函数．
在这里我们提出一个猜想,对于一般的能量,线

性参数ξ应该满足如下的关系:

ξ＝－ei
volume(a,ω１,ω２)

２ ,σ＝
a
２

;

ξ＝－e－i
volume(a,ω１,ω２)

２ ,σ＝－
a
２

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１８)

　　当满足如上条件时,波函数解中的极点将会被

抵消掉．在上式中,volume代表相空间体积,有着如

下的形式:

volume(a,ω１,ω２)＝　　　　　　　　　　　
１
i

Ə
Əai

[Fcl
NS＋FBPS,p

NS ＋FBPS,np
NS ] (１９)

可以看出,相空间体积volume就等于式(１２)中等

号右边的部分．
对于前文提到的这两个可能产生发散的极点,先

分析其中一个．考虑σ＝
a
２

这个点,为了使公式更加

简洁,我们引入符号x＝σ－
a
２．在之前的讨论中已

经知道,忽略掉一个整体的常数因子之后q 是由两

项求和得到的．第一项是
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e
iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (ix|ω１,ω２)S－１
２ (ia|ω１,ω２)qac

NS(
a
２

,a,ω１,ω２,m０) (２０)

第二项是

－ξe
－iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (－ix|ω１,ω２)S－１
２ (－ia|ω１,ω２)qc

NS(
a
２

,a,ω１,ω２,m０) (２１)

　　这两项每一项在取极限x→０时都是发散到无

穷大的,所以如果想要在σ＝
a
２

处将q 的发散抵消

掉,就需要选取一个特殊的ξ使得q 中的两个发散

项能够相互抵消掉发散部分．两项中的发散部分分

别是S－１
２ (ix|ω１,ω２)和S－１

２ (－ix|ω１,ω２)．由双正

弦函数的性质可以知道,

lim
x→０

S－１
２ (ix|ω１,ω２)＝－

ω１ω２i
２πx

,

lim
x→０

S－１
２ (－ix|ω１,ω２)＝

ω１ω２i
２πx

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(２２)

因此这两项的发散部分互为相反数．于是如果想要

使发散项能够互相抵消的话,意味着它们的系数是

相等的,即

e
iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (ia|ω１,ω２)qac
NS(

a
２

,a,ω１,ω２,m０)＝　　

－ξe
－iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (－ia|ω１,ω２)qc
NS(

a
２

,a,ω１,ω２,m０)

(２３)

　　在另一个可能产生发散的点σ＝－
a
２

处,也需

要满足类似的关系来抵消掉发散项．
由qc

NS和qac
NS的定义(式(１５),(１６)),结合手性

与反手性项的关系,可以得到ξ满足这样的关系:

ξ(σ＝
a
２

)＝ξ－１(σ＝－
a
２

) (２４)

因此,在这里只需要在其中一个点检查我们的猜想

即可,只要在其中任意一点成立,在另一点猜想会自

动成立．同时,这也回答了为什么对于非物理的能

量,无法得到一个没有发散的平方可积的波函数．因
为如果希望得到的波函数是正常的在定义域上没有

发散的函数,这就意味着需要选择一个合适的ξ使

得可以同时抵消两个可能产生的极点．现在假设在

σ＝
a
２

处选择ξ＝ξ１ 可以抵消这里的发散,而在σ＝

－
a
２

处ξ＝ξ２ 可以抵消发散．则由刚才讨论的结果,

这两个值应该满足如下的条件:

ξ１＝ξ－１
２ ,ξ１＝ξ２ (２５)

这就表明了ξ＝ξ－１．现在回到我们的猜想上来:ξ＝

－(－１)volume
２π ;只有当volume＝２πn 时,ξ 才能满足

上述的限制条件,然而这个条件也就是说能量要满

足严格量子化条件,或者说是在能级上的能量．因
此,只有当a＝a(n)或者能量在能级上时才能选取到

合适的ξ使得可以同时抵消两个极点,得到一个没

有发散的波函数．而对非物理的能量,或者不满足严

格量子化条件的a 来说,不存在这样的一个ξ可以

同时抵消两个极点,求出的波函数一定会发散导致

不平方可积．这就是为什么只有在能级上才能求出

正确的波函数．
回到式(２３)上来,现在关注可能出现发散的地

方σ＝
a
２．前文中已经提到要抵消发散就是要求两

个发散项的系数在这的点相同．对于两个复数来说,
相等也就意味着它们的模长和幅角分别都相等,这
两个复数才能相等．

从模相等条件可以发现ξ的模长与式(２３)中两

边BPS(Bogornol’nyiＧPrasadＧSommerfield)部分的

差相等．将两个 BPS部分的差对μ 做展开,可以发

现当ω１,ω２,m０∈RR时,μ,μ２,μ３ 的系数都为０．本文

虽然不能对每一项都检查系数,但是可以通过数值

计算去检查这个结论．当(ω１,ω２,m０)取不同的值的

时候,函数Λbs(ξ)关于a 的函数如图１所示．从图１
可以看出对于不同的ω１,ω２,m０,都可以说在一定

精度下Λbs(ξ)＝１或者ξ＝－eiθ是正确的．
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图１　Abs(ξ)关于变量a的函数图

Fig．１　ThegraphofthefunctionAbs(ξ)ofa

　　而幅角相等的条件意味着

θ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

arg
e

－iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (－ia|ω１,ω２)qc
NS(

a
２

,a,ω１,ω２,m０)

e
iπm０a
２ω１ω２S－１

２ (ia|ω１,ω２)qac
NS(

a
２

,a,ω１,ω２,m０)

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(２６)
　　为了检查猜想(１８),在这里通过数值计算来检

验对于不同的a,ω１,ω２,m０ 的取值,θ 和
volume

２
之

间 的 关 系．对 于 不 同 的 (ω１,ω２,m０ ),(θ －
volume(a,ω１,ω２)

２
)关于a 的函数图像如图２所示．

从图 ２ 可 以 看 出,当 a ＞ a(０) 时,关 系 θ－
volume(a,ω１,ω２)

２ ＝０是成立的．这也就是说θ＝

volume(a,ω１,ω２)
２ ．而 这 也 就 说 明 了 我 们 的 猜 想

(１８)在数值计算下一定的精度内是成立的!
在这个猜想中,蕴含了出现在相空间体积(１９)

中的 闭 BPS 不 变 量 Nd１,d２

jL ,jR
和 出 现 在 配 分 函 数

Zc/ac
３d/５d,NS中的开BPS不变量之间的关系．由于模长相

等的条件对任意的a 都是成立的,也就是说方程左
右两边对于a 的任意e指数项的系数都是相等的,
则可以得到如下的关系:

∀L ∈ZZ

∑
n ∈{divisorofL}

∑
d１＋d２＋

m
２＝L

n

∑
s１

(Ds１

m,d１,d２ －Ds１

－m,d１,d２
)(－１)２ns１

n ×
sin(

(１－２s１)πnω１

ω２
)

２sin(πnω１

ω２
)

e－２πnd２

m０

ω２ ＝０

∑
n ∈{divisorofL}

∑
d１＋d２＋

m
２＝L

n

∑
s１

Ds１

m,d１,d２ －Ds１

－m,d１,d２
)(－１)２ns１

n ×
sin(

(１－２s１)πnω２

ω１
)

２sin(πnω２

ω１
)

e－２πnd２

m０

ω２ ＝０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(２７)
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图２　(θ－
volume

２
)关于变量a的函数图

Fig．２　Thegraphofthefunction(θＧvolume/２)ofa

同时,幅角相等的条件等价于

volume
２ ＝

πm０a
ω１ω２

－　　　　　　　　　　

π(－a２

ω１ω２
＋
ω２

１ ＋ω２
２ ＋３ω１ω２

６ω１ω２
)－

∑
∞

n＝１

１
n

－
e－２πna

ω１

tan(nπω１

ω２
)
－

e－２πna
ω２

tan(nπω２

ω１
)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷＋

Im(－Fc
３d/５d,NS(μ

１
２ ,μ,e２πiq,Qrel))－

Im(－Fc
３d/５d,NS(μ－

１
２ ,μ,e２πiq,Qrel))＋

Im(－Fc
３d/５d,NS(μ－

１
２ ,μ,e－２πiq,Qrel))－

Im(－Fc
３d/５d,NS(μ

１
２ ,μ,e－２πiq,Qrel)) (２８)

　　与式(１２)相对比,可以得到

∑
∞

n＝１
∑
s１

∑
d１,d２＞０

∑
m ∈ZZ

(Ds１

m,d１,d２ －Ds１

－m,d１,d２
)(－１)２ns１

n ×
cos(

(１－２s１)πnω１

ω２
)

２sin(πnω１

ω２
)

e－２πnd１

a
ω２e－２πnd２

m０＋a
ω２ e－

πamn
ω２ ＝

∑
jL ,jR

∑
n≥１

∑
d１

∑
d２＞０

(－１)(２jL＋２jR＋１)n

n
(d１＋d２)Nd１,d２

jL ,jR ×

sin[(２jL ＋１)πn
ω１

ω２
]sin[(２jR ＋１)πn

ω１

ω２
]

２sin３[πn
ω１

ω２
]

e－２πnd１

a
ω２e－２πnd２

m０＋a
ω２ (２９)
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　　这里我们得到的(２７)和(２９)两个方程是开闭

BPS不变量所满足的关系．所以可以看出,开闭BPS
不变量之间一定存在着非平凡的关系,但是本文还

不能解析地去证明它．但是数值上,现在可以求到４
瞬子项来检验这个关系,直到４瞬子项时,这个关系

还是成立的．

３　结论

本文首先介绍了拓扑弦与 Toric卡拉比Ｇ丘几

何的性质,讨论了 Toric卡拉比Ｇ丘几何上的镜像曲

面的量子化问题与能谱问题的两个等价的解决方

法．在解决了能谱问题之后,一个自然的想法就是对

应能级的波函数的求解．本文讨论了 N 粒子相对论

性闭 Toda链的能谱和各能级所对应的波函数,并
且对 N＝２的情况作了严格的计算．之后将波函数

从能级上推广到了任意的能量,不再要求能量必须

满足严格量子化条件．从中发现了如果能量不满足

严格量子化条件,我们不可能得到一个没有发散的

波函数,也就不是物理的波函数．之前的工作[４]在构

造能级上的波函数时,波函数中的线性叠加系数是

人为在能级点取的特殊值,而在本文中发现这个线

性叠加系数是一个与能量相关的函数,对任意能量

都成立,而不是仅仅对能级上的能量适用．对于这个

叠加系数ξ的取值,做出了猜想(１８),并且在 N＝２
的 Toda链模型上做了高精度的数值计算检验了这

个猜想．对于不同的ω１,ω２,m０ 的取值,我们发现式

(１８)对任意的a 都成立,从而确认了在一定精度范

围内,这个猜想的确是成立的．
需要注意的是,虽然已经用高精度的数值计算

在一个模型上检验了这个结果并且在数值层面上是

正确的,但是仍然只能认为这是一个猜想,而不是一

个结论．现在还没有一个好的办法能够在理论上去

解析地证明这样的构造方式是正确的．开始我们的

目标是去掉公式中人为设置的部分,用更加自然的

方式得到波函数,从而将波函数的定义推广到了任

意能量上,而不是仅仅限制在能级上．但是在计算中

发现,本文的假设中已经暗含了所有的能级．只有在

一部分特殊的取值点,按照本文提出的假设才能得

到一个处处都有良好定义,连续的且在实数上平方

可积的函数．由于物理的要求,波函数被要求必须是

性质良好的函数,这里的性质良好,就包含了连续与

平方可积．于是该系统的可选的能量就自然地被限

制在了这几个特殊的位置．而在能级上,本文的结论

自然地退化到了之前的结果．而这个可以消除极点

的假设,同时包含了开弦与闭弦的BPS不变量在同

一个方程中,很容易联想到对于这一类模型这两类

不变量之间可能会存在着一些关系,这样的非平凡

的关系才导致了线性叠加系数可以取到这么特殊的

值．从极点消除的条件中,导出了出现在相空间体积

(１９)中的闭 BPS不变量 Nd１,d２

jL ,jR
和出现在配分函数

Zc/ac
３d/５d,NS中的开BPS不变量之间的关系．在开闭BPS

不变量之间一定存在某些非平凡的关系,今后我们

将做进一步的研究．
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附录
这里对双正弦函数和与之相关的函数的性质做一个简单的介绍．双正弦函数的理论可以追溯到Barnes

的论文．与量子二重对数函数之间紧密的联系是由Faddeev和 Kashaev通过与量子反向散射方法给出的．双
正弦函数的基本的性质已经在文献[１３Ｇ１５]中列了出来．

为了简单起见,引入符号ω
→
＝(ω１,ω２),其中要求ω１,ω２＞０．双正弦函数S２(x|ω

→)可以通过一个环路积

分来定义

S２(x|ω
→)＝exp∫C

sinh(x－
ω１＋ω２

２
)t

２sinh
ω１t
２ sinh

ω２t
２

ln(－t)dt
２πit

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(A１)

定义成立的范围为

０＜Rex ＜ω１＋ω２ (A２)

　　在这个环路积分中,积分路径是从∞＋０i到０,然后绕过原点之后再到∞－０i．与此同时还有一个与

(A１)等价的积分表示由如下式子给出:

S２(x|ω
→)＝exp(πi

２B２,２(x|ω→))exp∫RR＋０i

exp(xt)
(exp(ω１t)－１)(exp(ω２t)－１)

dt
t

é

ë
êê

ù

û
úú (A３)

式中,

B２,２(x|ω
→)＝

x２

ω１ω２
－
ω１＋ω２

ω１ω２
x＋

ω２
１＋ω２

２＋３ω１ω２

６ω１ω２
(A４)

　　从式(A４)中,可以注意到有这样的性质:B２,２(ω１＋ω２－x|ω
→)＝B２,２(x|ω

→)．同样的,还可以从式(A１)
中得到另一个等价的积分表示:

S２(x|ω
→)＝exp∫

∞

０

sinh(z－
ω１＋ω２

２
)t

２sinh
ω１t
２ sinh

ω２t
２

－
２x－ω１－ω２

ω１ω２t

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

dt
t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
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(A５)

　　上述的两种积分表示在数值计算都非常难以计算,只能做解析证明时使用．所以如果希望能够做数值求

解,就需要去将双正弦函数展开为一个收敛的数列求和．通过留数定理来计算式(A５),就可以得到双正弦函

数的序列展开,适用范围是Imz＞０或Imz＜０．

S２(x|ω
→)＝

exp (πi２B２,２(x|ω→)＋∑
∞

n＝１

１
n {

exp(２πin x
w １

)

exp(２πin
w １

w ２
)－１

＋
exp(２πin x

w １
)

exp(２πin
w ２

w １
)－１

} ) ,Im(x)＞０;

exp (－πi
２B２,２(x|ω→)＋∑

∞

n＝１

１
n {

exp(－２πin x
w １

)

exp(－２πin
w １

w ２
)－１

＋
exp(－２πin x

w １
)

exp(－２πin
w ２

w １
)－１

} ) ,Im(x)＜０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

(A６)
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　　通过对积分路径C做一个合适的变换,可以将双正弦函数(A１)的定义域解析延拓至除了
ω１

ω２
∈RR － 之外

ω１,ω２ 取任意复数．同样的,在Im
ω１

ω２
＞０区域内也可以得到一个乘积形式的展开:

S２(x|ω
→)＝exp (πi２B２,２(x|ω→))

∏
∞

m＝０

(１－q２mexp(２πix
ω２

))

∏
∞

m＝１

(１－q－２mexp(２πix
ω１

))
＝

exp(－
πi
２B２,２(x|ω→))

∏
∞

m＝０

(１－q－２mexp(－
２πix
ω１

))

∏
∞

m＝１

(１－q２mexp(－
２πix
ω２

))
(A７)

式中,

q＝exp(πi
ω１

ω２
),q ＝exp(πi

ω２

ω１
) (A８)

　　由theta函数θ１(x|
ω１

ω２
)的模变换法则可以得到式(A６)与(A７)是等价的．

双正弦函数S２(x|ω
→)的零点和极点是其非常重要的性质,他们的位置分别是

poles:x＝n１ω１＋n２ω２,n１,n２ ≥１;

zeros:x＝n１ω１＋n２ω２,n１,n２ ≤０ } (A９)

并且在零点附近,函数满足如下的关系:

lim
x→０

S２(x|ω
→)＝

２πx
ω１ω２

(A１０)
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