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摘要:针对哈密顿量具有波动的、大量成员系统构成的开放量子系综,在密度矩阵的相干矢量体系

下提出了一个双阶段近似时间最优控制算法,实现了系综中所有成员系统对于一个共同目标态的

高保真度状态转移,同时确保了控制时间的近似最小.该算法首先根据表征系综哈密顿量波动情况

的参数分布律对系综进行采样以便得到代表系综特性的一个样本系统集;然后基于该样本系统集、
并借助基本的梯度法在两个阶段中分别对保真度和控制时间进行优化,得到了最终的最优控制律;
最后在两能级开放量子系综上进行了数值仿真实验,验证了所提出算法的有效性.
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0 引言

量子系综是处于相同宏观条件下大量相互独立

的微观粒子的集合[1],在量子信息技术中具有重要

作用.例如,不同自旋系综间存在的强耦合性使其能

够在量子通信[2]、量子存储[3]等领域承担信息的载

体.量子系统控制的一个重要任务是设计合适的控

制律操纵量子态使其达到并稳定在期望目标态.实
现量子信息的传递或处理本质上也是对量子态的操

控.随着量子控制理论与技术的发展[4-6],量子系综

的调控问题也引起了人们的广泛关注[7-9].对量子

系综而言,一些特定的分析和控制方法通常是必

要的.
封闭量子系综与外界环境的相互作用可以忽

略,因此其状态演化的规律相对简单.目前封闭量子

系 综 控 制 的 研 究 已 经 取 得 了 一 系 列 研 究 成 果.
Ruths等[10]针对非均匀封闭量子系综,利用多维伪

光谱法将含时系统哈密顿量的最优控制问题转化为

代数非线性规划问题,从而简化了补偿脉冲序列的

求解过程.文献[11]借助Lyapunov方法研究了无

相互作用的自旋1/2量子系综的镇定问题.此外,文
献[12-13]针对封闭量子系综成员的状态转移控制

问题提出了基于采样学习的控制方法,该方案通过

对量子系综进行参数取样得到一个代表系综特性的

样本集,并针对该样本集设计统一形式的最优控制

律.需要指出的是,在实际应用中,量子系综与外部

环境的耦合会产生耗散或消相干效应,这将使系统

变为开放系综,其动力学将更杂.此时,对其进行控

制要比封闭量子系综困难得多,例如,在核磁共振实

验中,自 旋 量 子 系 综 会 因 频 射 场 不 均 匀 (RF
inhomogeneity)和 拉 尔 莫 色 散 现 象 (Larmor
dispersion)而产生大量的分散体,文献[14-15]通过

设计更复杂的反向激发脉冲来抑制这种分散体的产

生,包括磁共振成像中的选择激发块和反向脉冲的

设计[16-17]等.
任一量子系统或量子系综与环境的耦合都会产

生消相干效应,它将严重破坏量子系统所携带的有

效信息.为减小相消干效应,有必要在最短的时间内

完成量子系统或系综的控制[18-20].针对单量子自旋

1/2系统,文献[21-23]利用基于庞特里亚金最大值

原理的几何方法实现了系统的时间最优轨迹控制.
Carlini等[24]利用变分原理解决了时间最优演化门

操作问题.应该指出,上述研究仅考虑了低维系统的

控制.为了实现高维自旋耦合量子系统的相干态转

移控制,文献[25]通过设计幺正演化算子所需的最

小时间脉冲序列提出了一种基于梯度搜索的时间最

优控制算法.Chen等[26]则针对单量子系统提出了

一个双阶段近似时间最优控制算法,该算法首先利

用梯度优化算法寻找使得系统状态以期望的保真度

达到目标态的控制律;然后在保证目标态的保真度

基本不变的前提下;进一步优化控制时间直到控制

时间不再减小,从而获得近似最小控制时间.
本文研究Lindblad主方程描述的开放量子系

综的时间最优控制问题,提出基于采样学习的开放

量子系综近似时间最优控制算法.特别地,我们将借

助密度矩阵的相干矢量表示将Lindblad主方程下

的最优控制问题转化为实欧几里得空间中矢量形式

的最优控制问题,以便直接利用传统的梯度优化算

法.通过使用双阶段多目标优化算法求解目标函数

的极值,得到相应的时间最优控制律,实现所有系综

成员对于公共目标态的高保真度状态转移.

1 模型和问题描述

1.1 开放量子系统

对于一个n 能级开放量子系统,其密度算子的

状态演化由下面的Lindblad主方程描述:

iћ
d
dtρ
(t)=[H0+∑

M

m=1
um(t)Hm,ρ(t)]+D(ρ(t))

(1)

式中,i= -1为虚数单位,H0 是系统的自由哈

密顿量,um(t)Hm 是控制哈密顿量,um(t)为控制

场,ћ 为约化普朗克常数(为方便计算,本文取ћ=
1).M 表示对量子系统所施加的控制场个数,[A,

B]=AB-BA 表示对易运算,D(ρ(t))是系统演化

的非幺正部分,用来表示系统与外部环境耦合所引

起的耗散,具体形式为

D(ρ(t))=i∑
n2-1

j=1

1
2
([Lj,ρ(t)L†

j],[Ljρ(t),L†
j])=

i∑
n2-1

j=1

(Ljρ(t)L†
j -
1
2L

†
jLjρ(t)-

1
2ρ
(t)L†

jLj)

(2)
式中,Lj 是Lindblad算子,表征系统与环境之间的

耗散通道.
为了便于分析,对于上述n 能级开放量子系统

模型,我们采用相干矢量体系进行矢量化表示[27].
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首先选取一组正交基 {λ
︿
l}n

2-1
l=1 ,且满足

λ
︿†
l =λ

︿,Tr(λ
︿
l)=0,Tr(λ

︿
lλ
︿
j)=2δlj (3)

以 {λ
︿
l}n

2-1
l=1 为基底,任一密度矩阵可以写作

ρ=
1
nI+

1
2∑

n2-1

i=1
xiλ

︿
i (4)

式中,xi =Tr(λ
︿
iρ).列 向 量 x = (x1,x2,…,

xn2-1)T 称为密度矩阵ρ 的相干矢量.将式(4)代入

式(1)可以得到如下相干矢量的演化方程:

dx
dt=f(x)+∑

M

m=1
um(t)gm(x) (5)

式中,f(x)=(LH0 +LD)x +c,gm(x)=LHmx ,

LH0
、LHm

和LD 均为(n2-1)×(n2-1)的方阵,其
第h 行、第k列元素分别为

(LH0
)hk =Tr(iH0[λ

︿
hλ
︿
k]) (6)

(LHm
)hk =Tr(iHm[λ

︿
hλ
︿
k]) (7)

(LD)hk =∑
n2-1

j=1

}(Tr(L†
jλ
︿
hLjλ

︿
k)-

1
2Tr

(L†
jLjλ

︿
hλ
︿
k +L†

jLjλ
︿
kλ
︿
h)) (8)

c是一个n2-1维列矢量,其第h 个元素为:

ch =
1
n∑

n2-1

j=1
Tr([Lj,L†

j]λ
︿
h) (9)

1.2 非均匀开放量子系综

本文考虑非均匀开放量子系综的时间最优控制

问题,每个成员系统的状态演化满足如下Lindblad
主方程:

iћ
d
dtρω,θ(t)=[Hω,θ(t),ρω,θ(t)]+D(ρω,θ(t))

(10)
其哈密顿量 Hω,θ(t)形式为

Hω,θ(t)=B(ω)H0+G(θ)∑
M

m=1
um(t)Hm (11)

式中,B(ω)H0 和G(θ)Hm 分别表征成员系统的自

由哈密顿量和控制哈密顿量,B(ω)和G(θ)分别表

示自由哈密顿量和控制哈密顿量的波动情况.本文

假定B(ω)=ω ,G(θ)=θ,且ω 和θ分别在[1-ω,

1+ω]和[1-θ,1+θ]范围内服从均匀分布.我们

希望通过公共控制律um(t)的设计,使得量子系综

中的每个成员系统在最短时间内从初始态ρ0 转移

到目标态ρf .在正交基底展开为相干矢量表示的情

况下(请见式(5)),本文的控制问题被重写为:设计

公共控制律um(t),使每个系综成员对应的相干矢

量在尽可能短时间内从初始值x0 控制到期望值

xf .为此,对于系综中每个单量子系统,我们定义

性能指标函数如下:

Jω,θ(u)=1-
n

8(n-1)
‖xf -xω,θ(T)‖2

(12)

  考虑到人们难以对系综中的每个成员系统分别

设计一个控制律,我们采用基于抽样学习的方法来

解决此问题[12].该方法首先通过取样得到代表整

个系综信息的样本系统集,然后对该样本系统集进

行优化设计.通过将区间[1-ω,1+ω]和[1-θ,1
+θ]分别划分为Nω -1和 Nθ -1个相等的子区

间,其中,Nω -1和Nθ-1分别表示量子系综中的

参数变量ω 和θ 在各自取值空间内的采样个数,
并取

ωnω =1-ω+nω
2ω

Nω -1
,nω =0,1,…,Nω -1

θnθ =1-θ+nθ
2θ

Nθ -1
,nθ =0,1,…,Nθ -1












(13)
我们就得到了含有N =Nω Nθ 个系综成员的样本

系统,以便设计最短时间T 和最优控制律um(t).
基于所得到的样本系统集,我们定义如下性能指标

函数

J≡JN(T,u)=
1
N∑

N

n=1
Jn(T,u)=

1
N∑

N

n=1
1-

n
8(n-1)

‖xf -xn(T)‖2  (14)

  这样,本文的控制问题可转化为如下双目标优

化问题

maxJ
minT 

约束条件为

dxn(t)
dt = (ωnLH0 +LD)xn(t)+θn∑

M

m=1
um(t)gm(xn(t))

xn(0)=x0

ωn ∈ [1-ω,1+ω],θn ∈ [1-θ,1+θ]












  注意,Nω 和Nθ 的具体取值通常根据经验来选

择.一般而言,它们的取值越大,则最终的抽样近似

效果越好.为了简化计算并加速优化过程,通常选取

较小的Nω 和Nθ 值.实际中,需要借助试探的方法

来获得它们的大概取值.
2 近似时间最优控制方案

本节首先给出本文近似时间最优控制算法的框
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架思路;然后分别推导两个阶段中优化算法的迭代

方向表达式;最后给出算法的具体步骤.
2.1 近似时间最优控制算法

通过对控制律离散化为M 个点,可以将控制律

近似写成如下列矢量的形式:

u=[u1(t),u2(t),…,uM(t)]T (15)

  由于时间T 也是性能指标函数J 的自变量,因
此J 是关于列矢量s=[T,uT]T 的函数.我们将满

足J(s)=J0 的s 的集合称为J(s)在J0 处的水平

集,即

L(J0)={x:J(x)=J0,T >0} (16)

  为了寻找使得性能指标J 最大化和T 最小化

的近似最优解s* ,我们采用如下分层处理方法:首
先在给定足够大的初始值T =T0 下单独对性能指

标函数J 进行极大化,然后在保持性能指标函数值

基本不变的情况下对时间T 进行极小化.该方法对

应如下两个迭代过程:
过程1 给定一个足够大的初始时间T =T0,

并保持其不变.使控制律u(t)沿着梯度方向∇uJ=
J
u

进行迭代.当性能指标J 达到设定的极大值JH

时,迭代终止.
过程2 在性能指标函数的水平集L(J=JH)

中,寻求矢量s的迭代方向Δs,以便s沿此方向迭

代时,时间T 不断减小且目标函数J 在JH 值附近

变化最慢.当J 低于某一预定值JL(JL <JH)时,
迭代终止.

应该注意,当过程2的迭代结束时,人们可以将

算法返回过程1继续执行下一轮迭代以便进一步减

小控制时间.若性能指标J 在下一轮过程1的迭代

中不能达到极大值JH ,则整个算法终止.当过程1
结束时,J=JH .此时,过程2中的更新方向Δs应

满足两个条件:①Δs与梯度 ∇sJ 垂直;②Δs的第

一个元素小于0.条件1)确保了s 在迭代更新时,
性能指标函数J 在JH 附近变化最慢.条件②确保

了s的首个元素(即时间T )在迭代中是不断减小

的.基于此,我们给出更新方向Δs的具体公式为

Δs=- I-
∇sJ(T,u)∇s

TJ(T,u)
‖∇sJ(T,u)‖2  =

eT∇sJ(T,u)
‖∇sJ(T,u)‖2

∇sJ(T,u)-e (17)

式中,e=[1,0,…,0]T ,∇T
sJ(T,u)s性能指标函

数关于变量s的梯度.

2.2 性能指标的梯度

上述双阶段优化方案的两个过程中分别包含梯

度 ∇uJ 和 ∇sJ(T,u).为了确定这两个梯度,我们

需要推导性能指标函数J关于控制律um(t)以及时

间T 的偏导数.利用变分法,由式(4)可以得到

Δx(t)和Δum(t)之间的泛函关系式为

d
dtΔx

(t)= ∇xf x(t) +     

∑
M

m=1
um(t)∇xgm x(t)   Δx(t)+

gm(x)Δum(t) (18)

令A(t)=e∫∇xf x(t)  +∑
M

m=1
um(t)∇xgm x(t)  dt ,解上式微

分方程可得到

Δx(t)=A(t)∫A(-t)gm(x)Δum(t)dt(19)

当t=T 时,我们可以得到

Δx(T)=A(T)∫A(-t)gm(x(t))Δum(t)dt

(20)
基于式(20),可以推出x(T)关于um(t)的变分为

Δx(T)
Δum(t)=

A(T)A(-t)gm(x(t)) (21)

  根据求导的链式法则,单个样本性能指标Jn 关

于控制律的偏导数为

Jn

um(t)=
Jn

x(T)  
Tx(T)
um(t)=

        

n
8(n-1)

(2xf -xn(T))TAn(T)An(-t)gm(xn(t))

(22)
因此,样 本 系 统 的 性 能 指 标 函 数 J 对 于 控 制 律

um(t)的偏导数为

J
um(t)=

1
N∑

N

n=1
∇T

x(T)JnAn(T)An(-t)gm(xn(t))

(23)

式中,∇T
x(T)Jn =

Jn

x(T)  
T

=
n

8(n-1)
(2xf -

xn(T))T .
而性能指标函数J 对于时间T 的偏导数计算为

J
T =

1
N∑

N

n=1
∇T

x(T)Jn f(x)+∑
M

m=1
um(t)gm(x)    

(24)

  综合式(23)和式(24),可以得到性能指标函数

J 对于s的梯度为
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∇sJ=
dJ
ds=

J
T
,J
u1(t)

,…, J
uM(t)





 




 T (25)

  基于算法的两个迭代过程和梯度方向,我们给

出本文近似时间最优控制算法的具体步骤:
步骤1 给定足够大的初始时间T =T0,并随

机选取一组初始控制律 {u(0)
m (t),m =1,…,M},

t∈ [0,T];
步骤2 设置初始迭代步数d=0;
步骤3 根据式(23)计算性能指标函数J 关于

控制律um(t)的梯度;
步骤4 更新控制律:u(d+1)

m =u(d)
m +η1∇umJ,

其中η1 表示迭代步长;
步骤5 d=d+1;
步骤6 重复执行步骤3~5,直到J≥JH 或

循环达到预设步数,迭代中止,转下一步;
步骤7 设置s的初始迭代步数l=0;
步骤8 由式(25)计算性能指标函数J 关于矢

量s的梯度 ∇sJ;
步骤9 由式(17),更新控制矢量:s(l+1)=s(l)+

η2Δs;
步骤10 l=l+1;
步骤11 重复执行8~10步,直到J ≤JL 或

循环次数l达到预设的上限;
步骤12 从所得到的矢量s* 中提取出近似的

最优控制律u*
m(t)和近似最小时间T* .

3 数值仿真实验

考虑一个两能级开放量子系综,正交基底选为

泡利算子,即σx =
0 1
1 0  ,σy =

0 -i
i 0  ,σz =

1 0
0 -1  .量子系综的初始态给定为ρ0=|0><0|=

1 0
0 0  ,期望的目标态为ρf=|1><1|=

0 0
0 1  .假

定在正交基变换下密度算子对应的相干矢量的初始

值是x0=(0,0,1)T ,期望的目标态是xf =(0,0,

-1)T ,系统的自由哈密顿量为 H0=
1
2σz ,控制哈

密顿量为 H1=
1
2σx +

1
2σy ,Lindblad算子具有如

下 形 式:L1 =
0 0
0.1 0  ,L2 =

0 0.2
0 0  ,L3 =

0.2 0
0 0  .

由式(4)可以得到样本系统的相干矢量xn(t)
满足如下动力学方程:

d
dtxn(t)=

-0.09 -2ωn 0
2ωn 2ωn 0
0 0 -0.1  xn(t)+

0
0
0.03  +u(t)θn

0 0 2
0 0 -2
-2 2 0  xn(t) (26)

  进一步,我们假定反映系统自由哈密顿量和控

制哈密顿量波动的参数ω 和θ均在[0.8,1.2]范围

内服从均匀分布,即ω =θ=0.2.选择样本参数为

Nω =Nθ =5,则样本总数为N =NωNθ =25.仿真

中,我们取初始演化时间为T0=2,迭代步长η1=
0.1,η2=0.04,取初始控制律u1(t)=sint,JH =
0.985,JL =0.950.

仿真结果如图1和2所示,其中图1表示初始控

制律和最终的最优控制律的变化情况,虚线代表初始

控制律,实线代表在近似最优时间T=1.6349的最

终控制律.图2表示性能指标函数的变化,蓝色短曲

线对应过程1,红色长实线对应过程2.在该双阶段优

化中,过程1迭代了800步,过程2迭代了37步,最
终性能指标的值为0.9493,近似最优时间是T* =
1.6349.相比初始时间T0=2,最终的最优控制时间

下降了18%.

图1 近似时间最优控制律的变化曲线

Fig.1 Curveofapproximatetime-optimalcontrollaw

图2 性能指标函数随迭代次数的变化曲线

Fig.2 Curveofperformanceindexfunctionwithiterationtimesvariation
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为了检验近时间最优控制算法对于整个系综的

控制效果,我们在参数ω 和θ的取值范围内随机选

取200个成员系统,并利用图1中近似最优时间

T* =1.6349上的最优控制律驱动每个成员系统.
成员系统的性能指标函数值的分布情况如图3所

示,其中保真度的平均值为0.9493.这说明,基于样

本集得到的最优控制律对整个系综具有满意的控制

效果.

图3 算法得到的近似时间最优控制律对整个系综中

随机抽取的200个成员系统的控制效果

Fig.3 Controleffectofthe200membersystemrandomly
selectedfromthewholeensemblesonapproximatetime

optimalcontrollawobtainedbythealgorithm

4 结论

本文研究了n能级开放量子系综的时间最优控

制问题,在密度矩阵的相干矢量体系下给出了一个

基于采样学习的双阶段近似时间最优控制算法,该
算法通过梯度法搜索出公共控制律,能够实现系综

中所有成员系统对同一目标态的高保真度状态转

移,且控制时间能够达到近似最小.应该指出,本文

算法的计算量随着量子系综维数的增加将呈指数增

长.如何优化算法以减小高维系统的计算量需要专

门的研究.此外,本文的算法建立在基本的梯度优化

算法基础之上,这不可避免地会出现局部最优现象,
因此如何更好地避开局部最优点从而实现开放量子

系综的全局时间最优控制也值得进一步的研究.
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