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具有饱和接触率与混合控制策略的SIQR模型的动力学分析
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摘要:考虑接种、隔离和剔除混合控制策略,建立了一个具有饱和接触率的SIQR传染病模型,从理论分

析和数值模拟方面研究了该模型的全局稳定性.首先,通过计算得到了疾病灭绝与否的阈值—基本再生

数R0和平衡点存在的条件;其次,当R0<1时,利用Liapunov函数证明了无病平衡点P0是全局渐近稳

定的;然后,当R0>1时,运用Dulac函数证明了地方病平衡点P* 是全局渐近稳定的;最后,利用计算机

仿真,进一步证实理论分析的正确性.
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Abstract:Consideringvaccination,quarantineandeliminationhybridstrategies,anSIQRepidemicmodel
withsaturationcontactratewasestablished.Andtheglobalstabilityofthemodelwasstudiedbymeansof
boththeoreticaland numerical ways.Firstly,thethreshold-basicreproductive numberR0 which
determineswhetherthediseaseisextinctornotandtheconditionsfortheexistenceofequilibriumswere
obtainedbythecalculation.Secondly,by Liapunovfunction,it wasprovedthatthedisease-free
equilibriumP0isgloballyasymptoticallystablewhenR0 <1.Thirdly,byconstructingasuitableDulac
function,itwasobtainedthattheuniqueendemicequilibriumP*isgloballyasymptoticallystablewhenR0

>1.Finally,somenumericalsimulationswerepresentedtoillustratetheanalysisresults.
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0 引言

现实生活中,传染病广泛存在和流行,利用动力

学方法来研究传染病是非常重要的方法之一.在描

述传染病传播过程和行为的传染病模型中,最重要

的是 对 疾 病 发 生 率 的 刻 画,它 的 一 般 表 达 式 为

βSIC(N)/N,疾病发生率可能直接或间接受到如

种群密度和生活习惯这些因素的影响,其决定了传

染病的传播和发生情况[1].人们在分析、研究和构造

传染病模型时,通常假设传染率与种群总数成正比,
即传染率设为双线性发生率βSI.文献[2-4]研究了

具有双线性发生率的SIQR传染病模型的全局稳定

性,当种群数量很大时,这种发生率就不符合实际情

况.当种群数量较大时,通常假设接触率为一常数,

即传染率取为标准发生率β
S
NI,文献[5-7]中传染

病模型的疾病发生率考虑的是标准发生率,但当种

群数量较小时,考虑该发生率显然不太合适.文献

[8-10]将一般形式的接触率β(N)SI引入到染病模

型中,但这种发生率的表达式较为抽象,不够具体.
介于双线性发生率和标准发生率之间且具有具体发

生率函数的还有一种可能更符合实际情况的饱和接

触率,即发生率的表达式为 βSI
1+αI

,本文将饱和接

触率引入模型,更加的具有现实意义.
为了有效地控制和减少传染病的发生和传播,

通常需要采取相应的控制策略,对染病者进行隔离

是最直接的措施,对于一些由动物引发或者在动物

中蔓延的疾病,剔除是消灭传染源的重要措施,对易

感者进行预防接种也是防止易感种群受染的有效措

施.目前已有大量的文献[11-15]研究了预防和控制策

略对传染病动力学性态的影响,但该类传染病模型

中同时考虑接种、剔除和隔离策略的研究理论仍很

不完善,值得进一步研究.因此,本文将接种、剔除和

隔离策略的混合情况引入到传染病模型中,丰富该

类传染病模型动力学的研究工作.
针对上述情况,本文构建了一类具有饱和接触

率的SIQR传染病模型,并考虑接种、隔离和剔除策

略的混合情况,通过计算得到了控制疾病灭绝与否

的阈值—基本再生数R0 和平衡点存在的条件,利
用Liapunov函数和Daluc判定定理分析了无病平

衡点P0和地方病平衡点P* 的动力学性态,并借助

计算机软件进行仿真,进一步证实理论分析的正

确性.

1 模型的建立

为 了 研 究 某 种 疾 病,根 据 流 行 病 动 力 学

(epidemiologicaldynamics)仓室建模思想,我们将

某地区的种群分为四类:易感者类(Susceptible),染
病者类(Infected),隔离者类(Quarantined)和移出

者类(Recovered),可以得到如下SIQR传染病模型

框图,如图1所示.

图1 SIQR传染病模型框图

Fig.1 CompartmentstructureofSIQRepidemicmodel

相应的SIQR微分方程模型为

dS
dt=A- βSI

1+αI-dS-pS

dI
dt= βSI

1+αI-(d+α1+γ+δ+q)I

dQ
dt=δI-(ε+d+α2)Q

dR
dt=pS+γI+εQ-dR
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(1)

式中,S(t)表示t时刻易感者的数量;I(t)表示t
时刻染病者的数量;Q(t)表示t时刻隔离者的数

量;R(t)表示t时刻移出者的数量.A 表示种群的

输入常数,βSI
1+αI

表示疾病的饱和接触率,d 表示

种群的自然死亡率,p 表示接种率,γ 表示从染病

者到移出者的恢复系数,α1 表示染病者的因病死亡

率,δ表示从染病者到隔离者的隔离系数,ε表示从

隔离者到移出者的恢复系数,q 表示染病者的剔除

率,α2 表示隔离者的因病死亡率.假设A,d,α1,α2,
γ,p,δ,ε,q,β和α均为正数.

2 平衡点和基本再生数

令总人口为N(t),
N(t)=S(t)+I(t)+Q(t)+R(t).

将系统(1)中的四个方程相加,得到如下总人口

方程:
N'(t)=A-dN -(α1+q)I-α2Q ≤A-dN,
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由此可以得到

N(t)≤N(0)e-dt+
A
d
(1-e-dt),

从而得到:lim
t→+∞
sup(N(t))=

A
d
,则系统(1)有最大

正向不变集,即D ={(S,I,Q,R)∈R4
+|S ≥0,

I≥0,Q ≥0,R ≥0,S+I+Q+R ≤A/d}.
令系统(1)中各个方程的右端项等于零,有

A- βSI
1+αI-dS-pS=0,

βSI
1+αI-(d+α1+γ+δ+q)I=0,

δI-(ε+d+α2)Q=0,

pS+γI+εQ-dR=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

  解方程组(2),得到系统(1)的无病平衡点

P0(
A

d+p
,0,0,

Ap
d(d+p)

).定义疾病流行与否的

阈值—基本再生数

R0= βA
(d+p)(d+α1+γ+δ+q)

.

则在区域D 内系统(1)还存在唯一的地方病平衡点

P*(S*,I*,Q*,R*),其中,

S* =
α1+γ+q+δ+d+αA

β+α(d+p) =

(d+α1+γ+q+δ)(1+αI*)

β
,

I* =βA-(d+p)(d+α1+γ+δ+q)
(β+α(d+p))(d+α1+γ+δ+q)=

d+p
β+α(d+p)

(R0-1),

Q* =
δ

d+α2+ε
d+p

β+α(d+p)
(R0-1)=

δ
d+α2+εI

*,

R* =
γI* +pS* +εQ*

d .

  由上述的讨论能够得到如下结果:
定理2.1 系统(1)总存在无病平衡点P0,当R0>

1时,系统(1)还存在唯一的地方病平衡点P*.

3 无病平衡点的稳定性分析

定理3.1 当R0 <1时,系统(1)的无病平衡

点P0 局部渐近稳定;当R0 >1时,无病平衡点P0

不稳定.

证明 当R0<1时,在无病平衡点P0(
A

d+p
,

0,0,
Ap

d(d+p)
)处,系统(1)的Jacobian矩阵为

J(P0)=

-d-p - βA
d+p

0 0

0 βA
d+p-(d+α1+γ+δ+q) 0 0

0 δ -d-α2-ε 0
p γ ε -d
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.

  矩阵J(P0)的四个特征根分别为

λ1=-(d+p)<0,
λ3=-(d+α2+ε)<0,λ4=-d<0,

λ2= βA
d+p-(d+α1+γ+δ+q)=

(d+α1+γ+δ+q)(R0-1).
当R0<1时,特征值λ2<0,即矩阵J(P0)的所有

特征根都具有负实部;当R0>1时,特征值λ2>0,
矩阵J(P0)至少存在一个正实部的特征根.因此,
当R0 <1时,无病平衡点 P0 局部渐近稳定;当
R0 >1时,无病平衡点P0 不稳定.

定理3.2 当R0 <1时,系统(1)的无病平衡

点P0 全局渐近稳定.
证明 定义Liapunov函数

V(t)=I(t),
则V(t)沿着系统(1)的导数有

V'(t) (1)= βSI
1+αI-(d+α1+γ+δ+q)I≤

[β
A

d+p-(d+α1+γ+q+δ)]I=

(d+α1+γ+q+δ)(R0-1)I.
  显然,当R0<1时,V'(t)≤0.令Γ={(S,I,
Q,R)V'(t)=0}={(S,I,Q,R)I(t)=0},所以

在Γ中系统(1)的正向最大不变子集是 P0  .根据
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LaSalle不变集原理[16,17],在区域D 内的任何轨线

都趋于平衡点P0,即当R0 <1时,系统(1)的无病

平衡点P0 全局渐近稳定.

4 地方病平衡点的稳定性分析

定理4.1 当R0 >1时,系统(1)的地方病平

衡点P* 是局部渐近稳定的.
证明 在地方病平衡点P* 处,利用线性近似

系统的特征值方法来分析其局部渐近稳定性.系统

(1)的Jacobian矩阵为

J(P*)=

-d-p- βI*

1+αI* - βS*

(1+αI*)2 0 0

βI*

1+αI*
βS*

(1+αI*)2-(d+α1+γ+δ+q) 0 0

0 δ -d-α2-ε 0
p γ ε -d
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.

则矩阵J(P*)的四个特征根分别为:λ1,λ2,λ3=-(d+α2+ε)<0,λ4=-d<0,其中特征根λ1和λ2也是

二阶矩阵

J*(P*)=
-d-p- βI*

1+αI* - βS*

(1+αI*)2

βI*

1+αI*
βS*

(1+αI*)2-(d+α1+γ+δ+q)  
的特征根,即是方程λ2+pλ+q=0的两个根,其中,

p=-[-d-p- βI*

1+αI* + βS*

(1+αI*)2-(d+α1+γ+δ+q)]=

(d+α1+γ+δ+q)αI* +βI*

1+αI* +d+p>0,

q=
-d-p- βI*

1+αI* - βS*

(1+αI*)2

βI*

1+αI*
βS*

(1+αI*)2-(d+α1+γ+δ+q)
=

(α(d+p)+β)(d+α1+γ+q+δ)I*

1+αI* =β(α(d+p)+β)S*I*

(1+αI*)2 >0.

从而得到λ1 <0,λ2 <0.又因为

λ3=-(d+α2+ε)<0,λ4=-d<0,
所以矩阵J(P*)的所有特征根都具有负实部,根
据Hurwitz判定定理[16,17],当R0>1时,系统(1)的
地方病平衡点P* 局部渐近稳定.

定理4.2 当R0 >1时,系统(1)的地方病平

衡点P* 全局渐近稳定.
证明 由于系统(1)的第一个和第二个方程与

Q 和R 无关,所以我们首先讨论系统(1)的前两个

方程所组成的子系统:

dS
dt=A- βSI

1+αI-dS-pS,

dI
dt= βSI

1+αI-(d+α1+γ+δ+q)I

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

  对于系统(3)构造Dulac函数:

B(S,I)=
1
SI
,

令P=A- βSI
1+αI-dS-pS,Q= βSI

1+αI-(d+

α1+γ+δ+q)I,则得到

∂(BP)
∂S +

∂(BQ)
∂I =-

A
S2I-

αβ
(1+αI)2 <

0.

  由Dulac判定定理[18]可知系统(3)在第一象限
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内无闭轨线,结合定理4.1,因此系统(3)的解 (S*,
I*)全局渐近稳定.从而得到:当R0 >1时,系统

(3)的任意一解都趋于 (S*,I*),即 lim
t→+∞

S(t)=

S*,lim
t→+∞

I(t)=I*.

下面证明lim
t→+∞

Q(t)=Q*,lim
t→+∞

R(t)=R*.
考虑系统(1)的第三个方程,可以得到其极限方

程为

Qt  =                   

[Q0+∫
t

t0
δI(τ)exp((ε+d+α2)(τ-t0))dτ]·

exp[-(ε+d+α2)(t-t0)],
利用L’Hospital法则可得

lim
t→+∞

Q(t)=lim
t→+∞

δI(t)
(ε+d+α2)=

δ
(ε+d+α2)

I* =Q*.

  类似地,可以得到lim
t→+∞

R(t)=R*.

综上分析可知,系统(1)的地方病平衡点P* 在

区域D 上是全局吸引的,从而得到,当R0 >1时,
系统(1)的地方病平衡点P* 全局渐近稳定.

5 数值模拟

下面利用计算机软件将系统(1)离散化,做数值

模拟分析疾病的流行趋势,验证理论分析的正确性.
首先验证定理3的正确性.选取参数A=0.26,

α=0.1,β=0.09,d=0.02,q=0.12,α1=0.1,α2=
0.01,γ=0.1,p=0.05,δ=0.12,ε=0.3.取12组

初值(1.5,2.5,1,4.6),(4,0.4,6,2.5),(5.5,
3.8,0.5,2),(0.8,1.6,2.1,8.9),(3,5.1,1.8,
2),(4.2,1.5,2,3.2),(6.5,2.5,1,1.5),(1.3,
0.4,2,9.5),(8.5,0.8,0.5,0.5),(4.8,1.6,
2.1,4.3),(3.6,3.1,4.8,0.9),(0.5,0.1,1.4,
10.1).通过计算可得R0=0.7267<1,无病平衡点

P0=(3.694,0,0,9.281),其图像如图2所示.
由图2可知,当R0<1时,系统(1)的解趋向于

无病平衡点P0,从而验证定理3.2的正确性.
其次,在初值不变的情况下选取参数A=0.26,

α=0.02,β=0.8,d=0.02,q=0.12,α1=0.1,α2=
0.01,γ=0.1,p=0.05,δ=0.12,ε=0.3.通过计算

可得R0=6.4596>1,地方病平衡点P*=(3.696,
0.478,0.173,6.451),其图像如图3所示.

根据图3得到,当R0>1时,系统(1)的解稳定

图2 R0=0.7267时,无病平衡点全局稳定示性图

Fig.2 Globalstabilitymapofthedisease-free
equilibriumwhenR0=0.7267

于地方病平衡点P*,从而验证定理4.2的正确性.

图3 R0=6.4596时,地方病平衡点全局稳定示性图

Fig.3 Globalstabilitymapoftheuniqueendemic
equilibriumwhenR0=6.4596

6 结论

本文建立了一个具有饱和接触率和混合控制策

略的SIQR传染病病模型,通过对模型的动力学性

态分析可知,一般传染病的流行与消亡完全取决于

基本再生数R0,R0 越小对传染病的控制与消除越

有利.当R0 <1时,利用Hurwitz判据和Liapunov
函数证明了无病平衡点P0 的局部稳定性和全局稳

定性,疾 病 将 自 然 消 亡.当 R0 > 1 时,利 用

Bendixson-Dulac判别法得到了地方病平衡点 P*

的全局渐近稳定性,疾病将成为地方病并且始终存
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在.从

R0= βA
(d+p)(d+α1+γ+δ+q)

可知,R0 随着参数p、δ和q的增加而减小,即基本

再生数R0 是接种、隔离和剔除策略参数的递减函

数,从而说明了这些预防和控制策略有利于阻止传

染病的传播和发展,并且这些策略的混合使R0 减

少的速度大于单一的策略.本文主要考虑了接种、剔
除和隔离三种预防和控制策略的混合情况,这些策

略参数在本文的模型中取的是常量,但如果将其看

成是时间t的变量,这将更符合实际情况,此时的模

型为非自治传染病模型,对于该模型是我们今后主

要研究的方向.
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