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0 引言

众所周知,近年来关于发展方程解的渐近行为

理论研究取得了突破性的进展,大量长期公开问题

的解决,使得相应理论不断丰富和完善[1-12].尤其

是在指数稳定性方面,Datko、Pazy、Rolewicz等作

出了奠基性贡献.1970年Datko[1]指出单参数强连

续算子半群{T(t)}t≥0 一致指数稳定的充要条件为

对任一x∈X,有∫
∞

0
‖T(t)x‖2dt< ∞,随后

Pazy[2]将其结论推广到了Lp(RR +)(p≥1)的情形,



Rolewicz[3]于1986年将上述结果又扩展到了双参

数的发展族.在这之后,关于指数稳定性理论的研

究方兴未艾,如文献[4]利用测试函数的方法讨论

了刻画发展方程解的一类重要工具—线性斜积半流

的一致指数稳定性与容许性的联系;文献[5]借助

于泛函分析与算子理论工具,利用函数空间与序列

空间探讨了线性斜演化半流一致指数稳定的连续与

离散特征.
区别于指数稳定性[6]与指数二分性[7],发展方

程的指数膨胀性(指数不稳定性)问题也获得了极大

的关注,已成为描述动力系统渐近行为的重要工具

之一.如文献[8-11]利用容许性方法(又称测试函

数方法)、Banach函数空间与序列空间方法探讨了

线性斜积半流一致指数膨胀的连续型与离散型刻

画.由于一致指数渐近行为所需的条件太强,并不

能完整地反映出一些动力系统的客观属性;相反,
非一致指数行为却更广泛地存在于自然现象之中,
比如基于遍历论的观点,有限维空间中几乎所有的

线性变分方程都具有非一致指数渐近行为.因此在

有限或无限维空间中研究发展方程解的非一致指数

渐近行为尤为重要.故本文将在上述文献的基础

上,基于一致指数膨胀性的定义,引入Banach空

间中线性斜积半流的一个更广义的膨胀性概念—指

数φ-膨胀性,然后借助于离散时间方法给出了线性

斜积半流指数φ-膨胀性的若干离散型与连续型刻

画.所得结果推广和完善了指数稳定性理论中关于

一致指数行为的若干结果,这为研究线性斜积半流

的其他非一致指数行为(非一致指数二分性、非一致

指数三分性)提供了可行的路径,具有一定的理论

意义.

1 预备知识

设X 是一个Banach空间,(Θ,d)为一个度量

空间,将空间X 上的范数及作用其上面的有界线

性算子全体B(X)上的范数记作‖·‖.I 为恒等

算子,χA 表示集A 的特征函数,RR +=[0,∞),
RR*

+=(0,∞),[m]表示不超过实数 m 的最大整

数,集合H表示所有非减函数h:RR +→RR *
+构成的

全体,函数φ :RR+→(0,∞).
定义1.1[8] 连续映射σ:Θ×RR +→Θ 称为Θ

上的半流,如果满足以下两个性质:
(ⅰ)σ(θ,0)=θ,∀θ∈Θ;
(ⅱ)σ(θ,t+s)=σ(σ(θ,s),t),∀(θ,s,t)∈

Θ×RR2
+.

定义1.2[8] π=(Φ,σ)称为 X×Θ 上的线性

斜积半流,如果σ 为Θ 上的半流且Φ:Θ×RR +→
B(X)满足如下条件:

(ⅰ)Φ(θ,0)=I,∀θ∈Θ;
(ⅱ)Φ(θ,t+s)=Φ(σ(θ,t),s)Φ(θ,t),∀(θ,

s,t)∈Θ× RR2
+;

(ⅲ)映射t Φ(θ,t)x∈X 连续,对所有的

(θ,x)∈Θ×X.
例1.1 设σ为度量空间Θ 上的半流,X 是一

个Banach空间,T={T(t)}t≥0 为 X 上的C0 半

群[1].定义

ΦT(θ,t)=T(t),∀(θ,t)∈Θ×RR+,
则πT=(ΦT,σ)是X×Θ 上的线性斜积半流.

例1.2 设 Θ=RR +,σ(θ,t)=θ+t,U=
{U(t,s)}t≥s≥0 为Banach空间 X 上的演化族[12].
定义

ΦU(θ,t)=U(t+θ,θ),∀(θ,t)∈RR2
+,

则πU=(ΦU,σ)是X×Θ 上的线性斜积半流.
例1.3 设σ为度量空间Θ 上的半流,X 是一

个Banach空间,A:Θ→B(X)为 连 续 映 射.若

Φ(θ,t)x 是如下抽象Cauchy问题

u'(t)=A(σ(θ,t))u(t),t≥0;
u(0)=x  (1)

的解,则π=(Φ,σ)是X×Θ 上的线性斜积半流.
定义1.3 若对每个(θ,x)∈Θ×X,函数

φ(‖Φ(θ,·)x‖)可测,则称线性斜积半流π=
(Φ,σ)是φ-可测的.

定义1.4 线性斜积半流π=(Φ,σ)称为指数

φ-有界,如果存在常数M>0和ω>0使得对∀(t,
θ,x)∈RR+×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,t)x‖)≤Meωtφ(‖x‖) (2)
  定义1.5 线性斜积半流π=(Φ,σ)称为指数

φ-膨胀,如 果 存 在 常 数 N >0和v>0使 得 对

∀(t,s,θ,x)∈RR2
+×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,t+s)x‖)≥Nevtφ(‖Φ(θ,s)x‖)
(3)

  注1.1 在定义1.5中若φ(t)=t,则称线性

斜积半流π=(Φ,σ)是一致指数膨胀的.
设(Ω,A,μ)为一可测空间,M(Ω,RR)为所有从

Ω 到RR的可测函数构成的集合,
M+ (Ω,RR)={j∈M(Ω,RR)|j(τ)≥0,∀τ∈Ω}.
  定义1.6[12] 函数S:M(Ω,RR)→[0,∞)称为
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M(Ω,RR)上的广义范数,如果满足以下性质:
(ⅰ)S(j)=0当且仅当j=0(μ-a.e.);
(ⅱ)S(j1+j2)≤S(j1)+S(j2),∀j1,j2∈

M(Ω,RR);
(ⅲ)S(αj)=|α|S(j),∀α∈RR,∀j∈

M(Ω,RR)且满足S(j)<∞;
(ⅳ)若j1,j2∈M(Ω,RR)且满足|j1|≤|j2|,

则S(j1)≤S(j2).
注1.2[12] 若函数S 为 M(Ω,RR)上的广义范

数,则E={j∈M(Ω,R)|S(j)<∞}在‖j‖E=
S(j)下为一赋范函数空间.

设E(NN)表示满足如下性质的赋范序列空间的

全体[12]:
(ⅰ)χ{0,…,n}∈E,∀n∈NN;
(ⅱ)lim

n→∞
‖χ{0,…,n}‖E=∞;

(ⅲ)存在l>0使得‖χ{n}‖E≥l,∀n∈NN.
类似地,设E(RR +)表示满足如下性质的赋范

序列空间的全体[12]:
(ⅰ)χ[0,t]∈E,∀t≥0;
(ⅱ)lim

t→∞
‖χ[0,t]‖E=∞;

(ⅲ)存在l>0使得‖χ[t,t+1)‖E≥l,∀t≥0.
设F表示满足如下性质的函数F:M+(NN,RR)

→[0,∞)所构成的全体[12]:
(ⅰ)若j1,j2∈M+(NN,RR)且满足j1≤j2,则

F(j1)≤F(j2);
(ⅱ)存在l>0使得F(αχ{n})≥lα,∀α>0,

n∈NN;
(ⅲ)lim

n→∞
F(αχ{0,…,n})=∞,∀α>0.

设G表示满足如下性质的函数G:M+(RR +,
RR)→[0,∞)所构成的全体[12]:

(ⅰ)若u1,u2∈M+(RR +,RR)且满足u1≤u2,
则G(u1)≤G(u2);

(ⅱ)存在l>0使得G(αχ[t,t+1))≥lα,∀α>0,
t≥0;

(ⅲ)lim
t→∞

G(αχ[0,t])=∞,∀α>0.
引理1.1[12] 若F∈F,L>0,则

lim
n→∞

inf
α∈(0,L]

F(αχ{0,…,n})
α2 =∞.

  引理1.2[12] 若h∈H,则

(ⅰ)函数ψ:RR+→RR+,ψ(t)=∫
t

0
h(s)ds是非

减连续双射;

(ⅱ)对∀ρ>0,∃β>0,使得对所有满足性质

∑
∞

n=0
h(tn)≤ρ 的序列(tn)n∈NN 有sup

n∈NN
tn≤β.

2 主要结论

定理2.1 设π=(Φ,σ)为指数φ-有界的线性

斜积半流,则以下命题等价:
(ⅰ)π=(Φ,σ)是指数φ-膨胀的;
(ⅱ)存在序列ξ:NN→RR *

+满足sup
n∈NN

ξ(n)=∞,

使得对∀(m,n,θ,x)∈NN2×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,m+n)x‖)≥ξ(m)φ(‖Φ(θ,n)x‖)
(4)

  (ⅲ)存在函数η:RR +→RR *
+满足sup

t≥0
η(t)=

∞,使得对∀(t,s,θ,x)∈RR2
+×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,t+s)x‖)≥η(t)φ(‖Φ(θ,s)x‖)
(5)

  (ⅳ)存在常数h>0和c>1使得对∀(t,θ,
x)∈RR+×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,t+h)x‖)≥cφ(‖Φ(θ,t)x‖)(6)
  证明 (ⅰ)⇒(ⅱ).显然,只需取ξ(n)=Nevn

即可,其中N,v 由定义1.5所给出.
(ⅱ)⇒(ⅲ).对∀(t,s,θ,x)∈RR2

+×Θ×X 有

φ(‖Φ(θ,t+s)x‖)≥        
φ(‖Φ(θ,[t]+[s]+2)x‖)

Me2ω ≥

ξ([t]+2)
Me2ω φ(‖Φ(θ,[s])x‖)≥

ξ([t]+2)
M2e3ω φ(‖Φ(θ,s)x‖)=

η(t)φ(‖Φ(θ,s)x‖),

其中,η(t)=
ξ([t]+2)

M2e3ω
,t≥0.

(ⅲ)⇒(ⅳ).设h>0且满足η(h)>1.则取

c=η(h)可得(ⅳ)成立.
(ⅳ)⇒(ⅰ).设(t,s,θ,x)∈RR2

+×Θ×X,
则有

φ(‖Φ(θ,([t/h]+1)h+s)x‖)≤
Meω([t/h]+1)h-ωtφ(‖Φ(θ,t+s)x‖)≤

Meωhφ(‖Φ(θ,t+s)x‖).
进而

φ(‖Φ(θ,t+s)x‖)≥          
1

Meωhφ
(‖Φ(θ,([t/h]+1)h+s)x‖)≥
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1
Meωh

c[t/h]+1φ(‖Φ(θ,s)x‖)≥

1
Meωh

ct/hφ(‖Φ(θ,s)x‖)=

Nevtφ(‖Φ(θ,s)x‖),

其中,N=
1

Meωh
,v=

lnc
h .

为方便起见,对每个(n,θ0,x0)∈NN ×Θ×
X,记

un,θ0,x0
(m)= φ (‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ (‖Φ(θ0,m+n)x0‖)
,m ∈NN.

  定理2.2 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界的线性

斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当存在F∈
F使得

K:= sup
(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X

F(un,θ0,x0
)< ∞ (7)

  证明 必要性.显然,只需取F(j)=∑
∞

m=0
j(m)

即可.
充分性.为方便起见,记

rn =
1

φ (‖Φ(θ0,n)x0‖)
,

则

un,θ0,x0 =∑
∞

k=0
un,θ0,x0

(k)χ{k}≥

∑
m

k=0
φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+kχ{k},

从而

K ≥F(un,θ0,x0
)≥           

F ∑
m

k=0
φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+kχ{k}  ≥

F(φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+mχ{m})≥
lφ(‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+m (8)

即rn≥
l
Krn+m,∀(m,n)∈NN2.

  故

∑
m

k=0
rn+kχ{k}≥∑

m

k=0

l
Krn+mχ{k}=

l
Krn+mχ{0,…,m}

(9)
  结合式(8)和式(9),有

K ≥F φ (‖Φ(θ0,n)x0‖)∑
m

k=0
rn+kχ{k}  ≥

F l
Kφ (‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+mχ{0,…,m}  ≥

f(m)
l2

K2φ
2(‖Φ(θ0,n)x0‖)r2n+m (10)

式中,

f(m)=inf
α∈(0,L]

F(αχ{0,…,m})
α2

,

α=
l
Kφ (‖Φ(θ0,n)x0‖)rn+m,

且f(m)→∞(m→∞).
由式(10)可得

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)≥         
ξ(m)φ (‖Φ(θ0,n)x0‖),

∀(m,n,θ0,x0)∈NN2×Θ×X,

其中ξ(m)=l
f(m)
K3 .故由定理2.1可知π 是指

数φ-膨胀的.
推论2.1 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界的线性

斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当存在K',
p>0,使得对∀(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X 有

∑
∞

m=0

1
φp(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)

≤

K'
φp(‖Φ(θ0,n)x0‖)

(11)

  证明 借助定理2.2,取

F(j)= ∑
∞

m=0
jp(m)  1/p

即可.
推论2.2 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界的线性

斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当存在h∈
H以及K″>0使得对∀(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X 有

∑
∞

m=0
h φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)  ≤K″ (12)

  证明 必要性.取h(t)=t即可.
充分性.由引理1.2可知,存在β>0使得对

∀(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X 有

sup
m∈NN

φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)
≤β.

从而

∑
∞

m=0
ψ

φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)  ≤
∑
∞

m=0

φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)
·

h φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)  ≤
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β∑
∞

m=0
h φ(‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,m+n)x0‖)  ≤K″β.

  设 F:M+ (NN,RR)→ [0,∞),F(j)=

ψ-1(∑
∞

m=0
ψ(j(m))),则F∈F,且有

sup
(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X

F(un,θ0,x0
)≤ψ-1(K″β)< ∞.

从而由定理2.2可知结论成立.
推论2.3 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界的线性

斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当 E∈
E(NN)使得

(ⅰ)对∀(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X 有un,θ0,x0

∈E;
(ⅱ) sup

(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X
‖un,θ0,x0‖E<∞.

为方便起见,对每个(t0,θ0,x0)∈RR +×Θ×
X,记

κt0,θ0,x0
(t)= φ(‖Φ(θ0,t0)x0‖)

φ(‖Φ(θ0,t+t0)x0‖)
,t≥0.

  定理2.3 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界和φ-可
测的线性斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当

存在G∈G使得

sup
(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X

G(κt0,θ0,x0
)< ∞ (13)

  证明 必要性.显然,只需取

G(g)=∫
∞

0
g(t)dt

即可.
充分性.对∀t∈[m,m+1),m∈NN,
κt0,θ0,x0

(t)≥             
φ(‖Φ(θ0,t0)x0‖)

Meω(t-m)φ(‖Φ(θ0,m+t0)x0‖)
≥

φ(‖Φ(θ0,t0)x0‖)
Meωtφ(‖Φ(θ0,m+t0)x0‖)

:=υt0,θ0,x0
(t).

对每个j∈M+(NN,RR),定义gj∈M+(RR+,RR),

gj(t)=
j(m)
Meω

,∀t∈ [m,m+1),m ∈NN.

  定义函数FG:M+(NN,RR)→[0,∞),FG(j)=
G(gj).由于G∈G,故FG∈F,以及

FG(un,θ0,x0
)=G(υn,θ0,x0

)≤G(κn,θ0,x0
).

进而

sup
(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X

FG(un,θ0,x0
)≤

sup
(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X

G(κn,θ0,x0
)≤

sup
(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X

G(κt0,θ0,x0
)< ∞.

  故由定理2.2可得结论成立.
推论2.4 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界和φ-可

测的线性斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当

存在p>0使得

sup
(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X∫

∞

0

φp(‖Φ(θ0,t0)x0‖)

φp(‖Φ(θ0,t+t0)x0‖)
dt< ∞

(14)
  证明 借助定理2.3,取

G(g)=∫
∞

0
gp(t)dt  1

/p

即可.
推论2.5 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界和φ-可

测的线性斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当

存在h∈H使得

sup
(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X∫

∞

0
h

Φ(‖(θ0,t0)x0‖)
Φ(‖(θ0,t+t0)x0‖)  dt< ∞

(15)
  证明 必要性.取h(t)=t即可.

充分性.设h:RR+→RR +,h(t)=h
t

Meω  .在

定理2.3所定义的υt0,θ0,x0
(t)中,取t0=n,n∈NN.

则有

∑
∞

m=0
h(un,θ0,x0

(m))=∫
∞

0
h(υn,θ0,x0

(t))dt≤

∫
∞

0
h(κn,θ0,x0

(t))dt.

从而

sup
(n,θ0,x0)∈NN×Θ×X∑

∞

m=0
h φ‖Φ(θ0,n)x0‖)

φ‖Φ(θ0,m+n)x0‖)  ≤
sup

(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X∫
∞

0
h(κt0,θ0,x0

(t))dt< ∞.

故借助推论2.2可知结论成立.
推论2.6 设π=(Φ,σ)是指数φ-有界和φ-可

测的线性斜积半流,则π 是指数φ-膨胀的当且仅当

E∈E(RR+)使得

(ⅰ)对∀(t0,θ0,x0)∈RR +×Θ×X 有κt0,θ0,x0

∈E;
(ⅱ) sup

(t0,θ0,x0)∈RR+×Θ×X
‖κt0,θ0,x0‖E<∞.
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