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三圈图和四圈图的最大无符号拉普拉斯分离度
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摘要:设G 是一个n 阶简单图,其无符号拉普拉斯特征值为q1(G)≥q2(G)≥…≥qn(G).图G
的无符号拉普拉斯分离度为SQ(G)=q1(G)-q2(G).研究了三圈图和四圈图的最大无符号拉普

拉斯分离度,并刻画了相应的极图.
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0 引言

设G=(V(G),E(G))是一个n 阶简单图,G
的顶点集为V(G)=(v1,v2,…,vn),边集为E(G)

=(e1,e2,…,em).如果m=n-1+k,则G 被称为

k圈图;如果k=3,称为三圈图;如果k=4,称为四

圈图[1].通常情况下,我们用 Kn,K1,n-1,Pn 分别表

示n 个顶点的完全图、星图、路.只有一个顶点的图

叫做平凡图,否则称为非平凡图[2].G 的度矩阵

D(G)=diag{d(v1),d(v2),…,d(vn)}是一个对角

矩阵,其中d(vi)表示顶点vi 的度.G 的邻接矩阵

A(G)=(aij)是一个n ×n 矩阵,如 果vivj ∈
E(G),则 aij=1;否则vivj∉E(G),则 aij=0[3].
图G 的无符号拉普拉斯矩阵定义为Q(G)=D(G)

+A(G),因Q(G)是一个非负、半正定矩阵,故记

它的特征值为q1(G)≥q2(G)≥ … ≥qn(G).这



里图G 的无符号拉普拉斯分离度SQ(G)=q1(G)-
q2(G)[5].

最近几年,许多学者研究了(无符号)拉普拉斯

分离度和(无符号)拉普拉斯半径.余桂东等[3]研究

了双圈图和三圈图的最大拉普拉斯分离度;简相国

等[4]研究了单圈图和双圈图的最大无符号拉普拉斯

分离度;陈媛媛等[5]研究了一些图的无符号拉普拉

斯半径.基于这些研究,本文主要研究三圈图和四圈

图的最大无符号拉普拉斯分离度,并分别刻画了取

得最大值时所对应的极图结构.

1 引理

本节介绍一些所要用的引理.
引理1.1[6] 设G 是一个有n个顶点的非平凡

图,H 是删掉图G 的一条边所得到的图,则有

q1(G)≥q1(H)≥q2(G)≥q2(H)≥ … ≥
qn(G)≥qn(H)≥0.

  引理1.2[7] 设G 是一个有n 个顶点的图,则

q1(G)≤max
1≤i≤n

{d(vi)+m(vi)}.

其中,

m(vi)=
1

d(vi) ∑vivj∈E(G)
d(vj).

  假设G1 和G2 是两个顶点集不相交的图,其中

v1 ∈V(G1),v2∈V(G2).图G1 和G2 的黏合记为

G1·G2,其中V(G1·G2)=V(G1)∪V(G2)∪
{v*}-{v1,v2},G1·G2 中的两个顶点相邻,当且

仅当它们在G1 或G2 中相邻,或者如果一个顶点是

v* ,则另一个顶点和v1 或v2 相邻.当G 是某两个

图的黏合时,我们可以得到图G 的无符号拉普拉斯

矩阵Q(G)的特征多项式.
用 Qv(G)表示Q(G)删掉顶点v 相应的行和

列后所得到的主子矩阵.我们简记表示为

Φ(G;x)=det(xI-Q(G)),

Φ(Qv(G);x)=det(xI-Qv(G)).

  引理1.3[8] 如上述所定义G1·G2,可得

Φ(G1·G2;x)=Φ(G1;x)Φ(Qv2
(G2);x)+

Φ(G2;x)Φ(Qv1
(G1);x)-

xΦ(Qv1
(G1);x)Φ(Qv2

(G2);x).
  引理1.4 设 T1n,T2n,T3n,T4n,T5n 是图1所

示的三圈图,当n≥9时,有SQ(T5n)<SQ(T2n)<
SQ(T4n)<SQ(T3n)<SQ(T1n).

证明 设 T1n,T2n,T3n,T4n,T5n 删除悬挂点

后分别可得T1,T2,T3,T4,T5,如图2所示.
①T1n 由T1和 K1,n-7黏合而成,故 T1n=T1·

K1,n-7,则

Φ(T1;x)=(x-1)3(x-3)2(x2-9x+12),

Φ(Qv1
(T1);x)=(x-1)3(x-3)3,

Φ(K1,n-7;x)=x(x-n+6)(x-1)n-8,

Φ(Qv2
(K1,n-7);x)=(x-1)n-7,

Φ(T1n;x)=(x-1)3(x-3)2(x-1)8f(x).
其中,

f(x)=x3-(n+3)x2+3nx-12.
验证可得

f(0)=-12<0,f(1)=2n-14>0,

f(2)=2n-16>0,f(3)=-12<0,

f(n)=-12<0,

f(n+0.3)=0.3n2+0.72n-12.243>0.
因此

n<q1(T1n)<n+0.3,2<q2(T1n)<3.
故

n-3<SQ(T1n)<n-1.7.
  ②T2n 由 T2 和 K1,n-6 黏合而成,故 T2n =
T2·K1,n-6,则

Φ(T2;x)= (x-1)(x-2)2(x3-11x2+32x-20),

Φ(Qv1
(T2);x)= (x-1)2(x-2)(x-3)(x-4),

Φ(K1,n-6;x)=x(x-n+5)(x-1)n-7,

Φ(Qv2
(K1,n-6);x)=(x-1)n-6,

Φ(T2n;x)=(x-2)(x-1)n-5f(x).

图1 n阶三圈图且最大度为n-1
Fig.1 n-ordertricyclicgraphswithn-1degree
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图2 删除悬挂点的三圈图

Fig.2 Tricyclicgraphsafterdeletinghangingpoints

其中,

f(x)=x4-(7+n)x3+(12+7n)x2-
(12+12n)x+40.

验证可得

f(0)=40>0,f(4)=-8<0,

f(4.4)=103.136n-1.9584>0,

f(n)=-12n+40<0,

f(n+0.3)=0.3n3-1.83n2-
9.579n+37.2991>0.

因此

n<q1(T2n)<n+0.3,4<q2(T2n)<4.4.
故

n-4.4<SQ(T2n)<n-3.7.
  ③T3n 由T3 和 K1,n-5 黏合而成,故 T3n =
T3·K1,n-5,则

Φ(T3;x)= (x-1)(x-3)(x3-10x2+27x-20),

Φ(Qv1
(T3);x)=x4-10x3+34x2-46x+21,

Φ(K1,n-5;x)=x(x-n+4)(x-1)n-6,

Φ(Qv2
(K1,n-5);x)=(x-1)n-5,

Φ(T3n;x)=(x-1)n-6f(x).
其中,

f(x)=x6-(n+10)x5+     
(10n+34)x4-(34n+58)x3+
(46n+89)x2-(21n+116)x+60.

验证可得

f(0)=60>0,f(1)=0,

f(2)=8-2n<0,f(3)=0,

f(n)=-12n3+68n2-116n+60<0,

f(n+0.2)=0.2n5+7.2n4-3.12n3+55.936n2-
88.8944n+39.94784>0.

因此

n<q1(T3n)<n+0.2,q2(T3n)=3.
故

n-3<SQ(T3n)<n-2.8.
  ④T4n 由 T4 和 K1,n-5 黏合而成,故

T4n =T4·K1,n-5,

则

Φ(T4;x)=(x-2)2(x-3)(x2-7x+4),

Φ(Qv1
(T4);x)=(x-2)2(x-1)(x-5),

Φ(T4n;x)=(x-2)2(x-1)n-5f(x).
其中,

f(x)=x3-(6+n)x2+(5n+5)x-12.
验证可得

f(0)=-12<0,f(4)=4n-64<0,

f(4.4)=2.64n-20.976>0,

f(n)=-n2+5n-12<0,

f(n+1)=0.
因此

q1(T4n)=n+1,4<q2(T4n)<4.4.
故

n-3.4<SQ(T4n)<n-3.
  ⑤T5n 由 T5 和 K1,n-4 黏合而成,故 T5n =
T5·K1,n-4,则

Φ(T5;x)=(x-2)3(x-6),

Φ(Qv1
(T5);x)=(x-2)2(x-5),

Φ(K1,n-4;x)=x(x-n+3)(x-1)n-5,

Φ(Qv2
(K1,n-4);x)=(x-1)n-4,

Φ(T5n;x)=(x-2)2(x-1)n-5f(x).
其中,

f(x)=x3-(5+n)x2+5nx-12.
验证可得

f(0)=-12<0,f(4)=4n-28>0,

f(5)=-12<0,f(n)=-12<0,

f(n+0.4)=0.4n2-1.68n-12.736>0.
因此

n<q1(T5n)<n+0.4,4<q2(T5n)<5.
故

n-5<SQ(T5n)<n-3.6.
  引理1.5 设 H1n,H2n,H3n,H4n,H5n,H6n,

H7n 是如图3所示的四圈图,当n≥11时,有
SQ(H5n)<SQ(H6n)<SQ(H2n)<SQ(H7n)<

SQ(H4n)<SQ(H3n)<SQ(H1n).
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  证明 设 H1n,H2n,H3n,H4n,H5n,H6n,H7n

删除悬挂点后分别可得 H1,H2,H3,H4,H5,H6,
H7,如图4所示.

图3 n阶四圈图且最大度为n-1
Fig.3 n-orderquadricyclicgraphswithn-1degree

图4 删除悬挂点的四圈图

Fig.4 Quadricyclicgraphsafterdeletinghangingpoints

  ①H1n 由 H1 和 K1,n-9 黏合而成,故

H1n =H1·K1,n-9,
则

Φ(H1n;x)=(x-1)4(x-3)3(x2-11x+16),

Φ(Qv1
(H1);x)=(x-1)4(x-3)4,

Φ(K1,n-9;x)=x(x-n+8)(x-1)n-10,

Φ(Qv2
(K1,n-9);x)=(x-1)n-9,

Φ(H1n;x)=(x-3)3f(x).
其中,

f(x)=x3-(3+n)x2+3nx-16.
验证可得

f(0)=-16<0,f(1)=2n-18>0
f(2)=2n-20>0,f(3)=-16<0,

f(n)=-16<0,

f(n+0.2)=0.2n2-0.52n-16.112>0.
因此

n<q1(H1n)<n+0.2,2<q2(H1n)<3.
故

n-3<SQ(H1n)<n-1.8.
  ②H2n 由 H2 和 K1,n-7 黏合而成,故 H2n =
H2·K1,n-7,则

Φ(H2;x)=(x-1)(x-4)(x-2)2·
(x3-11x2+28x-16),

Φ(Qv1
(H2);x)=(x-2)2(x-1)2(x-4)2,

Φ(K1,n-7;x)=x(x-n+6)(x-1)n-8,

Φ(Qv2
(K1,n-7);x)=(x-1)n-7,

Φ(H2n;x)=(x-2)2(x-1)n-6(x-4)f(x).
其中,
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f(x)=x3-(4+n)x2+4nx-16.
验证可得

f(0)=-16<0,f(3)=3n-25>0,

f(4)=-16<0,f(n)=-16<0,

f(n+0.2)=0.2n2-0.72n-16.152>0.
因此

n<q1(H2n)<n+0.2,q2(H2n)=4.
故

n-4<SQ(H2n)<n-3.8.
  ③H3n 由 H3 和 K1,n-7 黏合而成,故 H3n =
H3·K1,n-7,则

Φ(H3;x)=(x-1)2(x-3)·     
(x4-15x3+73x2-139x+88),

Φ(Qv1
(H3);x)=(x-1)(x-3)·

(x4-10x3+34x2-46x+21),

Φ(H3n;x)=(x-3)(x-1)n-7f(x).
其中,

f(x)=x6-(10+n)x5+(34+10n)x4-
(62+34n)x3+(117+46n)x2-

(165+21n)x+88.
验证可得

f(0)=88>0,

f(2.4)=-3.30624n+31.710976<0,

f(3)=16>0,

f(n)=-16n3+96n2-168n+88<0,

f(n+0.4)=0.4n5-3.2n4-8.16n3+
71.136n2-99.6448n+36.324096>0.

因此

n<q1(H3n)<n+0.4,2.4<q2(H3n)<3.
故

n-3<SQ(H3n)<n-2.
  ④ H4n 由 H4 和 K1,n-6 黏合而成,故 H4n =
H4·K1,n-6,则

Φ(H4;x)=x6-18x5+123x4-
412x3+715x2-610x+200,

Φ(Qv1
(H4);x)=x5-13x4+

63x3-141x2+145x-55,

Φ(K1,n-6;x)=x(x-n+5)(x-1)n-7,

Φ(Qv2
(K1,n-6);x)=(x-1)n-6,

Φ(H4n;x)=(x-1)n-7f(x).
其中,

f(x)=x7-(13+n)x6+(13n+63)x5-
(157+63n)x4+(141n+281)x3-

(455+145n)x2+(480+55n)x-200.
验证可得

f(0)=-200<0,

f(3)=34-6n<0,

f(3.4)=5498.107904n-5472.2164736>0,

f(n)=-16n4+136n3-400n2+480n-200<0,

f(n+0.4)=0.4n6-4.24n5-
0.24n4+86.1664n3-

240.96064n2+224.322176n-66.2416896>0,
因此

n<q1(H4n)<n+0.4,3<q2(H4n)<3.4.
故

n-3.4<SQ(H4n)<n-2.6.
  ⑤ H5n 由 H5 和 K1,n-6 黏合而成,故 H5n =
H5·K1,n-6,则

Φ(H5;x)=(x-2)3(x-4)(x2-8x+4),

Φ(Qv1
(H5);x)=(x-2)3(x-1)(x-6),

Φ(H5n;x)=(x-2)3(x-1)n-6f(x).
其中,

f(x)=x3-(6+n)x2+6nx-16.
验证可得

f(0)=-16<0,f(1)=5n-21>0,

f(6)=-16<0,f(n)=-16<0,

f(n+0.3)=0.3n2-1.62n-16.513>0.
因此

n<q1(H5n)<n+0.3,q2(H5n)=6.
故

n-6<SQ(H5n)<n-5.7.
  ⑥ H6n 由 H6 和 K1,n-5 黏合而成,故 H6n =
H6·K1,n-5,则

Φ(H6n;x)=(x-3)2(x-1)(x2-9x+16),

Φ(Qv1
(H6);x)=(x-1)(x-5)(x-3)2,

Φ(H6n;x)=(x-3)2(x-1)n-5f(x).
其中,

f(x)=x3-(5+n)x2+5nx-16.
验证可得

f(0)=-16<0,f(2)=16n-28>0,

f(5)=-16<0,f(n)=-16<0,

f(n+0.3)=0.3n2-1.32n-16.423>0.
因此

n<q1(H6n)<n+0.3,q2(H6n)=5.
故

n-5<SQ(H6n)<n-4.7.

604 中国科学技术大学学报 第50卷



  ⑦ H7n 由H7 和 K1,n-5 黏合而成,故 H7n =
H7·K1,n-5,则

Φ(H7;x)= (x-2)(x-3)(x3-11x2+32x-24),

Φ(Qv1
(H7);x)= (x-2)(x3-10x2+29x-24),

Φ(H7n;x)=(x-2)(x-1)n-6f(x).
其中,

f(x)=x5-(10+n)x4+(29+10n)x3-
(40+29n)x2+(72+24n)x-72.

验证可得

f(0)=-72<0,

f(3.4)=5.7664n-184.76576<0,

f(3.7)=10.9039-64.98443>0,

f(n)=-16n2+72n-72<0,

f(n+0.4)=0.4n4-3.36n3-
8.816n2+57.0624n-48>0.

因此

n<q2(H7n)<n+0.4,3.4<q2(H7n)<3.7.
故

n-3.7<SQ(H7n)<n-3.

2 主要结果

在这里我们用g(G)表示图G 中最短圈的长

度,Δ(G)表示图G 的最大度,Un,Bn 分别表示n
个顶点的三圈图集合和四圈图的集合.

定理2.1 设G 是 Un 中的任意一个图,当

n≥14时,有SQ(G)≤SQ(T1n),等号成立当且仅

当G=T1n .
证明 对于 Un 中的任意一个图G ,则Δ(G)=

n-1当且仅当G∈{T1n,T2n,T3n,T4n,T5n}.由引

理1.4知所证结论成立.下面假设Δ(G)≤n-2,我
们将证明SQ(G)<SQ(T1n)成立.

设u∈V(G),满足

d(u)+m(u)=max
v∈V(G)

{d(v)+m(v)}.

由引理1.2可得

q1(G)≤d(u)+m(v)≤           

d(u)+
2(n+2)-d(u)-(n-1-d(u))

d(u) =

d(u)+
n+5
d(u).

  当d(u)=1时,可得

q1(G)≤1+Δ(G)≤1+n-2=n-1.
令

f(x)=x+
n+5
x
,

则当x>0时,f(x)是凸函数.因此当2≤d(u)≤
n-2时,

q1(G)≤max2+
n+5
2
,n-2+

n+5
n-2  =

n-1+
7

n-2
.

从而Δ(G)≤n-2时,有q1(G)≤n-1+
7

n-2
.

当g(G)=3时,则G 将含F1 ∪ (n-5)K1,

F2 ∪(n-5)K1,F3∪(n-5)K1中的某个图作为

生成子图,其中F1,F2,F3 如图5所示.通过计算

可得

q2(F1)=3,q2(F2)=3,q2(F3)>3.6.
因此通过引理1.1可得

q2(G)≥min{q2(F1 ∪ (n-5)K1),

q2(F2 ∪ (n-5)K2),

q2(F3 ∪ (n-5)K1)}=3,

SQ(G)=q1(G)-q2(G)≤

n-1+
7

n-2-3<n-3.

图5 图G 的5阶单圈图且g(G)=3
Fig.5 Five-ordersinglecirclegraphsofgraphGandg(G)=3

  当g(G)≥4时,则G 将包含 P5∪(n-5)K1

作为生成子图.通过计算可得q2(P5)>2.618,因
此通过引理1.1可得

q2(G)≥q2(P5)>2.618.
故有

SQ(G)=q1(G)-q2(G)≤

n-1+
7

n-2-2.618<n-3.

  所以Δ(G)≤n-2时,总有

SQ(G)<SQ(T1n).
  定理2.2 设G 是 Bn 中的任意一个图,当n≥
17时,有SQ(G)≤SQ(H1n),等号成立当且仅当

G=H1n .
证明 对于 Bn 中的任意一个图G ,则Δ(G)=

n-1当且仅当G∈{H1n,H2n,H3n,H4n,H5n,H6n,
H7n}.由 引 理1.4知 所 证 结 论 成 立.下 面 假 设
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Δ(G)≤n -2,我们将证明 SQ(G)<SQ(H1n)
成立.

设u∈V(G),满足

d(u)+m(u)=max
v∈V(G)

{d(v)+m(v)}.

由引理1.2可得

q1(G)≤d(u)+m(v)≤          

d(u)+
2(n+3)-d(u)-(n-1-d(u))

d(u) =

d(u)+
n+7
d(u).

  当d(u)=1时,可得

q1(G)≤1+Δ(G)≤1+n-2=n-1.
令

f(x)=x+
n+7
x
,

则当x>0时,f(x)是凸函数.因此当2≤d(u)≤
n-2时,

q1(G)≤max2+
n+7
2
,n-2+

n+7
n-2  =

n-1+
9

n-2
.

  从而Δ(G)≤n-2时,有q1(G)≤n-1+
9

n-2
.

当g(G)=3时,则G 将含F1 ∪ (n-5)K1,

F2 ∪(n-5)K1,F3∪(n-5)K1中的某个图作为

生成子图,其中F1,F2,F3 如图5所示.通过计算

可得

q2(F1)=3,q2(F2)=3,q2(F3)>3.6.
  因此通过引理1.1可得

q2(G)≥min{q2(F1 ∪ (n-5)K1),

q2(F2 ∪ (n-5)K2),

q2(F3 ∪ (n-5)K1)}=3,

SQ(G)=q1(G)-q2(G)≤

n-1+
9

n-2-3<n-3.

  当g(G)≥4时,则G 将包含 P5∪(n-5)K1

作为生成子图.通过计算可得q2(P5)>2.618,因
此通过引理1.1可得

q2(G)≥q2(P5)>2.618.

故有

SQ(G)=q1(G)-q2(G)≤      

n-1+
9

n-2-2.618<n-3.

  所以Δ(G)≤n-2时,总有

SQ(G)<SQ(H1n).
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