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摘要:研究了方差变点的加权累积和估计的一些极限性质.证明了这个估计量的相合性和收敛速

度,并由此推导出了变点估计量在局部对立假设下的渐近分布的形式,它是一个有偏移的双边布

朗运动.通过渐近分布的数值解可以构造出估计量的渐近置信区间.计算机模拟和实际数据分析

表明,这个估计量在应用中有很好的表现.
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Abstract:Somelimitpropertiesoftheweightedcumulativesum(WCS)estimatorforthechange-pointin
variancewasstudied.Theconsistencyandconvergencerateoftheestimatorwereproved.Inaddition,the
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anasymptoticconfidenceintervalwasconstructed.Simulationresultsandarealdataexampleshowthat
theproposedestimatorhasagoodperformanceintheapplication.
Keywords:change-pointinvariance;consistency;convergencerate;asymptoticdistribution

0 引言

方差变点估计是数理统计、应用数学和计算机

科学中非常重要的一类问题,并广泛应用于金融

学、经济学、环境学和气象科学中.Page[1]于1954

年提出了累积和(cumulativesum,CUSUM)检验

方法,在此基础上衍生出了很多变点的检验方法.
1977年Hsu[2]将这个方法改进并应用于单方差变

点检验.2018年Xu等[3]提出了方差变点的加权累

积和检验方法,并同时根据检验统计量给出了一个



方差变点的估计量,但没有进一步研究该估计量的

性质.本文对这个估计量性质进行了研究.
Bai[4]给出了线性过程变点的最小二乘估计的

相合性、收敛速度和渐近分布的证明.Jin等[5]对单

指标模型的变点估计也给出了这些性质的证明.这

些文献中的证明方法对本文中的证明很有启发.
本文余下部分的结构如下:第1节主要介绍了

模型和一些假设;估计的主要性质和证明分别在第

2节和第3节给出;第4节是模拟结果;第5节是

实例分析;最后第6节是结论.

1 模型和假设

考虑Xi,i=1,2,…,n,是一列均值为0,方

差为σ2i,i=1,2,…,n,的独立的随机变量序列.
存在一个τ*,kn

*=[nτ*]为序列的变点,使得

σ2i =
σ21,1≤i≤k*

n ;

σ2n,k*
n <i≤n (1)

而且σ21≠σ2n,在k*
n 前后分别独立同分布于不同

总体.
检验统计量的构造基于Jensen不等式[6]:

f(αt1+βt2)≤αf(t1)+βf(t2),
其中,f 是一个凸函数,α>0,β>0,α+β=1.对式

(1)中的σ21 和σ2n 应用上述不等式,假设f(t)=tλ

满足t>0且λ>1,则f 在t>0时是一个凸函数.
由Jensen不等式,可以得到

(k
nσ21+

n-k
n σ2n)λ ≤

k
n
(σ21)λ +

n-k
n

(σ2n)λ(2)

记σ20=
k
nσ21+

n-k
n σ2n.将σ20,σ21,σ2n 的理论值用估

计量代替,我们就得到了估计变点的统计量.定义

方差变点的加权累积和(weightedcumulativesum,

WCS)如下,并记为vλ,k,有

vλ,k =k(σ︿21,k)λ +(n-k)(σ︿2n,k)λ -n(σ︿20)λ (3)
式中,

σ︿21,k =
∑
k

i=1
X2

i

k
,σ︿2n,k =

∑
n

i=k+1
X2

i

n-k
,σ︿20=
∑
n

i=1
X2

i

n
(4)

  根据不同λ的凹凸性,变点有如下的定义:

①当λ>1或λ<0时,变点k
︿
n 定义为

k
︿
n =argmax

k
{vλ,k};

  ②当0<λ<1时,变点k
︿
n定义为

k
︿
n =argmin

k
{vλ,k}.

很自然的,τ*可以有如下估计:

τ︿n =
k
︿
n

n
(5)

  设ρn=σ2n-σ21 是方差的变化量.不失一般性,
假设ρn>0,不然反转整个数列可以使变点前的方

差更大,也可以得到ρn>0.节2的定理需要如下几

条假设:

A1λ≠0,1.
A2变点的理论值k*

n 满足nδ<k*
n <n(1-δ),

对某个0<δ<1/2.
A3四阶矩满足0<EX4

i<∞,对1≤i≤n.
A4ρn→0,nρ2n→∞,当n →∞.而且σ2n→σ2,

σ2>0.

A5当i>k*
n 时,(EX4

i-σ4i)
1
2=μ1 为常数;

当i≤k*
n 时,(EX4

i-σ4i)
1
2=μ2 为常数.

2 主要结论

下面的定理主要说明了统计量的收敛速度,由

此可以推导出统计量的相合性.
定理2.1 基于模型(1)和假设A1~A4可以

得到

|τ︿n -τ*|=Op(n-1ρ-2
n ).

  可以直接由定理2.1推导出τ︿n 是τ*的一个相

合估计量.以定理2.1为基础,可以进一步地求出

估计量的渐近分布,即定理2.2:
定理2.2 基于假设A1~A5可以得到如下的

渐近分布:

ωn(τ︿n -τ*) d
→argmax

s
G(s) (6)

式中,

G(s)=
-
1
2s+μ1

μ2
W1(s),s≥0;

1
2s-W2(-s),s<0;












其中,ωn=nρ2n/μ2
2,W1(s)和 W2(s)是定义在(0,

∞)上的相互独立的标准布朗过程.
因为式(6)中不含参数λ,由定理2.2可以得出

对不同的λ,它们所对应的估计量的渐近分布都是

相同的.渐近分布的具体形式可以从文献[7]的附

录B中得到.假设ϕ=
μ2
1

μ2
2
,那么当x>0时渐近

分布:

F(x)=1+ϕ-1/2(2π)-1/2x1/2exp(-8-1ϕ-1x)+
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cexp(ax)Φ(-bx1/2)+
(-d+2-2-1ϕ-1x)Φ(-2-1ϕ-1/2x1/2),x>0.

其 中,a =ϕ+1
2
,b =

2ϕ+1
2 ϕ

,c =
2ϕ+1
(ϕ+1)ϕ

,

d=
(2ϕ+1)2
(ϕ+1)ϕ

.

当x<0时

F(x)=-(2π)-1/2|x|1/2exp(-8-1|x|)-
cexp(a|x|)Φ(-b|x|1/2)+

(d-2+2-1|x|)Φ(-2-1|x|1/2),x<0.

其中,a=2-1
1
ϕ
(1+

1
ϕ
),b=

1
2 +

1
ϕ
,c=

ϕ(ϕ+2)
ϕ+1

,d=
(ϕ+2)2

ϕ+1
.

假设c1 表示渐近分布的(α/2)分位点,c2 表示

渐近分布的(1-α/2)分位点.定义

L
︿
=ρ

︿
n/μ

︿2
2=
(n-k

︿
n -1)(σ︿

2

k︿n,n -σ︿21,k︿n)

∑
n

i=k︿n+1

(X2
i -σ︿

2

k︿n,n
)2

.

则一个(1-α)置信区间为

[k
︿
n -[c2/L

︿]-1,k
︿
n -[c1/L

︿]+1].
  这个渐近分布的形式非常复杂,在μ1=μ2 情

况下的数值解可以在文献[8]的表1中查到.比如,
当α=0.1时,c1=-7,c2=7;当α=0.05时,

c1=-11,c2=11.

3 证明

3.1 定理2.1的证明

对任意1≤k ≤n,对vλ,k 和vλ,k*n
求差,有

vλ,k -vλ,k*n =k(σ︿21,k)λ +(n-k)(σ︿2n,k)λ -
k*

n (σ︿21,k*n )
λ -(n-k*

n )(σ︿2n,k*n )
λ.

  当k>k*
n 时,对上式中的(σ︿21,k)λ,(σ︿2n,k)λ,

(σ︿21,k*n )
λ,(σ︿2n,k*n )

λ 分别使用带有Lagrange余项的

Taylor公式展开到三阶.三阶Taylor展开分别得

到以下四项:

k(σ︿21,k)λ =k(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ +

kλ(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ-1(σ︿21,k -
k*

n

kσ21-
k-k*

n

k σ2n)+

kλ(λ-1)(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ-2·

(σ︿21,k -
k*

n

kσ21-
k-k*

n

k σ2n)2+

kλ(λ-1)(λ-2)·

(σ)λ-3(σ︿21,k -
k*

n

kσ21-
k-k*

n

k σ2n)3
Δ


I1+II1+III1+IV1,
(n-k)(σ︿2n,k)λ =(n-k)(σ2n)λ +
(n-k)λ(σ2n)λ-1(σ︿2n,k -σ2n)+

(n-k)λ(λ-1)(σ2n)λ-2(σ︿2n,k -σ2n)2+

(n-k)λ(λ-1)(λ-2)(σ2)λ-3(σ︿2n,k -σ2n)3
Δ


I2+II2+III2+IV2,

k*
n (σ︿21,k*n )

λ =k*
n (σ21)λ +

k*
nλ(σ21)λ-1(σ︿2n,k*n -σ21)+

k*
nλ(λ-1)(σ21)λ-2(σ︿21,k*n -σ21)2+

k*
nλ(λ-1)(λ-2)(σ2)λ-3(σ︿21,k*n -σ21)3

Δ


I3+II3+III3+IV3,
(n-k*

n )(σ︿2n,k*n )
λ =(n-k*

n )(σ2n)λ +
(n-k*

n )λ(σ2n)λ-1(σ︿2n,k*n -σ2n)+
(n-k*

n )λ(λ-1)(σ2n)λ-2(σ︿2n,k*n -σ2n)2+

(n-k*
n )λ(λ-1)(λ-2)(σ2)λ-3(σ︿2n,k*n -σ2n)3

Δ


I4+II4+III4+IV4.
  将这些项重新组合并假设:

I=I1+I2-I3-I4,

II=II1+II2-II3-II4,

III=III1+III2-III3-III4,

IV=IV1+IV2-IV3-IV4.
因此

vλ,k -vλ,k*n =I+II+III+IV.
之后我们分别来看这四部分.

I=k(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ -k*
n (σ21)λ -

(k-k*
n )(σ2n)λ =

[k(σ21+
k-k*

n

k
(σ2n -σ21))λ -k(σ21)λ]+

[(k-k*
n )(σ21)λ -(k-k*

n )(σ2n)λ]=
(k-k*

n )(σ2n -σ21)·

[
(σ21+

k-k*
n

k
(σ2n -σ21))λ -(σ21)λ

k-k*
n

k
(σ2n -σ21)

-
(σ2n)λ -(σ21)λ

σ2n -σ21
].

假设f(x)=
xλ-aλ

x-a
,其中a=σ21.那么

f'(x)=
(λ-1)xλ -λaxλ-1+aλ

(x-a)2
.
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  当x≠a时,由Young不等式,当λ>1或λ<
0时,

(λ-1)xλ -λaxλ-1+aλ >0;
当0<λ<1时,

(λ-1)xλ -λaxλ-1+aλ <0.
因此有

f'(x)
>0,λ>1,λ<0;

<0,0<λ<1. 
  当x→a 时同样有

lim
x→Ӥ

f'(x)=
1
2λ
(λ-1)aλ-2 >0,λ>1,λ<0;

<0,0<λ<1. 
  由Lagrange中值定理,有

I=(k-k*
n )(σ2n -σ21)[-

k*
n

k
(σ2n -σ21)]f'(σ2)=

-(k-k*
n )(σ2n -σ21)2

τ*

τf'(σ2).

σ2 的值位于σ21+
τ-τ*

τ
(σ2n-σ21)和σ2n 之间.由σ2

的取值范围,我们知道σ2≠σ21.
下面计算II.假设

A=∑
k*n

i=1
x2

i -k*
nσ21,

B= ∑
k

i=k*n +1

x2
i -(k-k*

n )σ2n,

C=∑
n

i=k+1
x2

i -(n-k)σ2n.

注意到由Lagrange中值定理有

(σ2n)λ -(σ21)λ =λ(σ2)λ-1(σ2n -σ21)=Op(ρn),

其中σ21≤σ2≤σ2n.由泛函中心极限定理,有

II=λ(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ-1(A+B)+

λ(σ2n)λ-1C-λ(σ21)λ-1A-λ(σ2n)λ-1(B+C)=

λ[(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ-1-(σ21)λ-1]A+

λ[(
k*

n

kσ21+
k-k*

n

k σ2n)λ-1-(σ2n)λ-1]B=

Op((τ-τ*)ρn n)+Op(ρn (τ-τ*)n).
  下面计算III,有

III1=nOp((
1
n
)
2

)=Op(1),

同理,

III2=Op(1),III3=Op(1),III4=Op(1),
所以有

III=III1+III2-III3-III4=Op(1).
对于IV,有

IV1=nOp(1)Op((
1
n
)
3

)=Op(
1
n
),

同理,

IV2=Op(
1
n
),IV3=Op(

1
n
),

IV4=Op(
1
n
),

所以有

IV=IV1+IV2-IV3-IV4=Op(
1
n
).

因此将它们组合起来就可以得到

vλ,k -vλ,k*n =-n(τ-τ*)ρ2n
τ*

τf'(σ2)+

Op((τ-τ*)ρn n)+        

Op(ρn (τ-τ*)n)+Op(1).

  当k
︿
n>k*时,用k

︿
n 代替上式中的k可以得到

vλ,k︿n -vλ,k*n =-n(τ︿n -τ*)ρ2n
τ*

τ︿n
f'(σ2)+

Op((τ
︿
n -τ*)ρn n)+        

Op(ρn (τ︿n -τ*)n)+Op(1).
  当0<λ<1时,f'(x)<0,所以-n(τ︿n-τ*)·

ρ2n
τ*

τ︿n
f'(σ2)项为正.由k

︿
n 定义中vλ,k︿n

的最小性,

上式左边为负可以得到

n(τ︿n -τ*)ρ2n ≤Op((τ
︿
n -τ*)ρn n)+

Op(ρn (τ︿n -τ*)n)+Op(1).

  当λ<0或λ>1时,f'(x)>0.同样使用k
︿
n

代替式中的k,再由k
︿
n 定义中vλ,k︿n

的最大性可以

得到相同结论.
当k<k*

n 时,由同样的方法也可以得到

n(τ* -τ︿n)ρ2n ≤Op((τ* -τ︿n)ρn n)+

Op(ρn (τ* -τ︿n)n)+Op(1).
  因此可得

n|τ︿n -τ*|ρ2n ≤Op(|τ
︿
n -τ*|ρn n)+

Op(ρn |τ︿n -τ*|n)+Op(1).
  为使证明简洁清晰,将后面的证明总结为如下

引理:
引理3.1 假设Xn 是一组数列,Zn,An,Bn,

Cn 是满足Z2
n≤An+Bn+Cn 的随机变量序列,其

293 中国科学技术大学学报 第50卷



中An=Op(
Z2

n

Xn
),Bn=Op(Zn),Cn=Op(1),

Xn→∞.得到Zn=Op(1).
证明 由Op 的定义对任意ε>0,存在 C1,

N1,当n>N1 时,

P(|An|>
C1Z2

n

Xn
)<

ε
3.

对任意ε>0,存在C2,N2,当n>N2 时,

P(|Bn|>C2Zn)<
ε
3.

对任意ε>0,存在C3,N3,当n>N3 时,

P(|Cn|>C3)<
ε
3.

又因为Xn→∞,存在 N4,当n>N4,Xn>2C1.
当n>max{N1,N2,N3,N4}时有

P(|Zn|>C2+ C2
2+2C3)=

P(|Zn|-C2 > C2
2+2C3)≤

P(|Zn|-C2 > C2
2+2C3)+

P(|Zn|-C2 <- C2
2+2C3)=

P((|Zn|-C2)2 >C2
2+2C3)=

P(
1
2|Zn|2-C2|Zn|-C3 >0)≤

P(|Zn|2-
C1

Xn
|Zn|2-C2|Zn|-C3 >0)≤

P(|An|-
C1

Xn
|Zn|2+|Bn|-

C2|Zn|+|Cn|-C3 >0)≤

P(|An|-
C1

Xn
|Zn|2 >0)+

P(|Bn|-C2|Zn|>0)+
P(|Cn|-C3 >0)≤ε.

所以有Zn=Op(1).证毕.

设Xn= nρn,Zn= n|τ︿n-τ*|ρn,由引理

3.1, n|τ︿n-τ*|ρn=Op(1),此即

|τ︿n -τ*|=Op(n-1ρ-2
n ) (7)

3.2 定理2.2的证明

当λ<0或λ>1时,

k
︿
n =argmax

k
vλ,k =argmax

k
(vλ,k -vλ,k*n

).

  我们考察vλ,k-vλ,k*n
当k位于k*

n 邻域时的表

现,即k=k*
n +Op(ρ-2

n ).类似文献[9]中的结论,

在k
︿
n=k*

n +sρ-2
n 的条件下会得到vλ,k-vλ,k*n

的

一个弱收敛结论,其中|s|≤M,对任意给定的 M

>0.之后应用连续映射定理[10],即可得到方差变

点估计量的渐近分布.定义

Vn(s)=vλ,k*n +sρ-2
n -vλ,k*n

(8)
当k>k*

n 时,s>0,由定理2.1的证明,有

Vn(s)=vλ,k*n +sρ-2
n -vλ,k*n =

I+II+III+IV.

其中,I=-s
τ*

τf'(σ2).又因为ρn→0,由假设A4

可得,σ
2
1

σ2n
→1.根据f'(x)的表达式和L’Hôpital法

则:当n →∞时,f'(σ2)→
1
2λ
(λ-1)(σ2)λ-2.

因此

I→-
1
2λ
(λ-1)(σ2)λ-2s.

A=∑
k*n

i=1
x2

i -k*
nσ21;

B= ∑
k︿n

i=k*n +1

x2
i -(k

︿
n -k*

n )σ2n;

C= ∑
n

i=k︿n+1

X2
i -(n-k

︿
n)σ2n.

由泛函中心极限定理(Donsker定理)可知

II=λ[(
k*

n

k
︿
n

σ21+
sρ-2

n

k
︿
n

σ2n)λ-1-(σ21)λ-1]A+

λ[(
k*

n

k
︿
n

σ21+
sρ-2

n

k
︿
n

σ2n)λ-1-(σ2n)λ-1]B=

Op((τ-τ*)ρn n)+        

ρnλ

(k
*
n

k
︿
n

σ21
σ2n

+
sρ-2

n

k
︿
n

)λ-1-1

σ21
σ2n

-1
B=

op(1)+ρnλ

(k
*
n

k
︿
n

σ21
σ2n

+
sρ-2

n

k
︿
n

)λ-1-1

σ21
σ2n

-1
·

∑
k*n +sρ-2

n

i=k*n +1

(x2
i -σ2n)

d
→λ(λ-1)(σ2)λ-2μ1W1(s).

其中,求和项x2
i-σ2n 独立同分布取自随机变量序列

Xi(i=1,…,n)的理论变点k*之后.这里W1(s)是
定义在[0,∞)上的一个标准布朗运动.

III=
1
k
︿
n

λ(λ-1)(
k*

n

k
︿
n

σ21+
sρ-2

n

k
︿
n

σ2n)λ-2A2+
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op(1)+
1

n-k
︿
n

λ(λ-1)(σ2n)λ-2C2-

1
k*

n
λ(λ-1)(σ21)λ-2A2-

1
n-k*

n
λ(λ-1)(σ2n)λ-2C2-op(1)=op(1),

IV=Op(
1
n
)=op(1).

因此,
Vn(s)=vλ,k*n +sρ-2

n -vλ,k*n ⇒

-
1
2λ
(λ-1)(σ2)λ-2s-λ(λ-1)(σ2)λ-2μ1W1(s).

  由连续映射定理可以得到s>0时变点估计量

的渐近分布:nρ2n(τ
︿
n-τ)

d
→argmaxV(s),其中,

V(s)=-
1
2λ
(λ-1)(σ2)λ-2s+

λ(λ-1)(σ2)λ-2μ1W1(s),s>0.
  当k<k*

n 时,由同样的方法可以得到

nρ2n(τ
︿
n -τ)

d
→argmaxV(s),

其中,

V(s)=
1
2λ
(λ-1)(σ2)λ-2s+

λ(λ-1)(σ2)λ-2μ2W2(-s),s<0.
而与 W1(s)对称的,收敛到 W2(-s)的求和项

x2
i-σ21 独立同分布地取自随机变量序列Xi(i=1,
…,n)的理论变点k*之前,所以W2(s)与W1(s)独
立.因此对任意的s都有

nρ2n(τ
︿
n -τ)

d
→argmax

s
V'(s).

其中,

V'(s)=
-
1
2s+μ1W1(s),s≥0;

1
2s+μ2W2(-s),s<0.












W1(s)和W2(s)是定义在(0,∞)上的独立标准布朗

运动过程.当0<λ<1时,可以得到同样的结论.
取s=μ2

2v,可以得到

argmax
s

V'(s)=μ2
2argmax

v
G(v),

其中,

G(v)=
-
1
2v+μ1

μ2
W1(v),v≥0;

1
2v+W2(-v),v<0.












这是一个有偏移的双边布朗运动.

4 计算机模拟

为了验证 WCS估计在实际应用中也有很好的

表现,将它同PELT估计[11]和传统CUSUM估计,
即 WCS估计在λ=2时的情况,通过计算机模拟进

行对比.
按照模型(1)随机生成一组样本,X1,X2,…,

Xn,来验证几种估计量的好坏.记变点位置为τ*,
设变点之前的样本点服从正态分布 N(0,1),变点

之后的样本点服从另一个不同方差的正态分布

N(0,1.52),这里固定n=1000.这样每个方差变

点估计量对这组样本都会产生一个估计值.将上面

的步骤重复1000次,每个估计量会产生1000个

估计值.文献[3]的模拟结果表明 WCS在λ=0.1
时有更好的表现,因此我们使用带有参数λ=0.1的

WCS估计.τ*=0.3,0.5,0.8,三种估计方法各自

的直方图如图1所示.

图1 不同变点理论值下变点估计的直方图

Fig.1 Histogramsofchange-pointestimationsunder
differenttheoreticalvaluesofchange-points
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从图1中可以看出,WCS估计相对于其他两

种估计方法估计值更加集中于理论值附近.图中直

方图的带宽为0.01,所以只有 WCS估计可以做到

有一半以上的估计值τ︿与变点理论值τ* 的差的绝

对值小于0.005.这说明我们的方法在估计方差变

点位置时会得到更好的结果.

5 实证分析

我们选择深证A股海康威视(002415)2014年

3月3日到2016年3月1日每日收盘价的对数收

益率数据,研究其方差变点.这里认为对数收益率

的均值为0.海康威视每日收盘价的对数收益率如

图2所示,整体来看,在第200天之前点的分布更

密集一些.同样使用λ=0.1的 WCS估计,得到的

变点估计值为185,也就是在2014年11月28日.
对以这个时间分开的两段继续使用 WCS检验,没
有发现其他变点.而在几乎相同时间,海康威视的

产品被爆出有安全漏洞,虽然公司及时出面澄清,
但有关部门仍然进行了长时间的调查.这导致了事

件发生后海康威视股价对数收益率的大幅度波动,
事件前后对数收益率的分布有着不同的方差.实证

说明我们的方法可以有效地估计出真实数据中变点

的位置.

图2 海康威视每日收盘价的对数收益率

Fig.2 DailylogarithmicrateofreturnofHikvision

6 结论

本文主要证明了 WCS估计的三个重要极限性

质:相合性、收敛速度和渐近分布.由渐近分布的具

体形式可知,不同的λ有着相同的渐近分布,所以无

法据此得到一个最优的λ,这也是后续需要解决的

问题.之后又构造了渐近分布的渐近置信区间.计算

机模拟表明 WCS估计相对传统方差变点估计有更

好的表现.实证分析显示,WCS估计在实际数据分

析中也是可行的.但是渐近置信区间在处理真实数

据时存在较大误差,今后需要研究构造更合理的置

信区间.而且因为对不同的λ,WCS估计有相同的

渐近分布,所以无法根据渐近分布判断最佳的λ,因
此采用其他方法研究最佳的λ值得进一步研究.
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