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摘要:不同于经典几何造型领域构造退化光滑曲面片,以等几何分析为背景,构造基于等几何分

析中奇异 H1 正则参数化下的插值算子.首先基于奇异参数化介绍了 H1 正则性定义,其次引入

了D-patch和插值算子的定义,最后验证了插值型曲面的G1 光滑性,并给出数值算例.
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0 引言

随着先进制造产业不断发展,在计算机辅助工

程(computeraidedengineering,CAE)和计算力学

领域,经常需要对产品进行物理模拟仿真分析与优

化,从数学的角度为求解偏微分方程.最经典的是

有限元方法[1],该方法核心思想是“数值近似”和
“离散化”,但是在其分析过程中,几何设计模型与

分析模型分别在两个软件平台中实现,即在计算机

辅助几何系统(CAD)系统中设计,再基于CAD数

据在CAE系统中生成网格.设计领域的几何模型

和分析领域的网格模型相互独立,模型之间的转换



耗时费力,因此实现CAD/CAE的无缝融合,设计

与分析一体化已成为大势所趋[2].
2005年,Hughes教授等[3]提出了等几何分析

方法,该方法直接结合了CAD中的几何模型,将

其中的几何信息作为有限元分析的输入信息,能够

精确表示构造几何造型,实现了产品的设计和分析

过程无缝集成和融合统一.由于NURBS基函数可

以构造任意高阶连续的近似函数,该方法以其作为

基函数,通过细分NURBS单元,可提高基函数的

次数,具有很精确的几何特性和很高的数值精

度[4],同时提高了计算效率.等几何分析由此成为

近 年 来 几 何 设 计 与 计 算 领 域 新 的 关 注 热 点[5].
Bazilevs等[6]分析了等几何分析的近似和误差估

计,证明了其收敛性和稳定性等一些特征.徐岗

等[7]从面向等几何分析的几何设计与计算的角度介

绍了相关研究进展.吴紫俊等[8]提出等几何分析是

一种新的物理场数值求解方法,并通过计算框架为

基础详细介绍了其中样条几何模型的过程.
对于等几何分析而言,计算域的参数化与有限

元分析中的网格生成一样,对原微分方程真实解的

逼近函数构造以及逼近阶分析起到了至关重要的作

用,因此适合分析的计算域参数化也是值得研究的

问题.Cohen等[9]发现计算域参数化不仅对求解的

精度和收敛速度影响很大,同时还影响求解的总体

计算时间.Xu等[10]探讨了寻找计算域良好参数化

的方法,从二维情况出发,通过求解一个约束优化

问题来确定内部控制顶点的最优位置.此外,Xu
等[11]还研究了复杂CAD边界情形下,适合等几何

分析的B样条参数化.由于高维NURBS函数的张

量积结构,对非四边形或非六面体区域进行参数化

时,通常很难避免奇异性的出现.具体而言,参数

化中奇点的存在可能是由于几何对象的固有属性或

者正 则 参 数 化 的 扭 曲 引 起 的.例 如,如 果 用

NURBS基函数的标准几何表示对球体参数化,则

球体的极点处有两个奇点[12].如果用单片参数化

表示非四边形或非六面体区域(例如圆域或球体),
则奇点必然存在[13-15].此外,对测试函数的正则

性、奇异参数化的逼近性质以及求解偏微分方程的

数值收敛速度[16]等问题也有一些研究.文献[17-
19]给出了构造奇异参数域上的光滑函数,以代替

在 奇 点 附 近 可 能 存 在 正 则 性 问 题 的 测 试 函 数.
Nguyen和Peters[18]以及Toshniwal等[19]在奇异参

数化域上构造了光滑样条,数值结果显示该样条可

最佳逼近具有光滑弱解的偏微分方程.Takacs[17,20]

给出了等几何分析函数空间的逼近性质,并在奇异

参数域上构造了光滑等几何函数空间.Wu等[21]在

矩阵网格上定义了一个有特殊点的复杂拓扑结构的

样条,该样条是具有C1 参数连续性的多项式函数,
分析了在等几何框架下物理域上偏微分方程的解法

问题.Jeong和Oh等[22-23]提出了能生成裂纹奇点

的NURBS几何映射,该映射可以应用在等几何分

析中的椭圆边值问题中.Wu等[24]提出了一个适用

于复杂平面物理域的 H1 参数化方法,通过重新参

数化算法,生成了一个全局一致的单射 H1 参数

化.除此之外,奇异出现在很多具体的研究问题

中,例如对于具有光滑弱解和非光滑弱解的椭圆边

值问 题 以 及 高 效 解 决 弹 性 力 学 中 的 奇 异 问

题[22-23]等.
本文通过构造等几何分析中奇异 H1 正则参数

化下的插值算子,引入光滑函数,理论证明插值曲

面的光滑性并给出算例.

1 背景知识及问题定义

本文将引用D-patch的相关结果,推广到等几

何分析奇异参数化工作中,下面先介绍等几何分析

中相关的背景知识.1.1节先介绍了参数化、奇点

以及 H1 正则性的定义,1.2节给出了定义代数张

量积B样条曲线曲面,1.3节介绍了假设条件的

内容.
1.1 参数化和奇点以及H1 正则性

定义1.1[25] 假设讨论的物理域Ω ⊂RR2,Ω
是开域且有界的,且其具有Lipschitz边界,Ω 的参

数化是指从参数域Σ= 0,1  2 到区域Ω 的一个映

射ζ(s,t),即

ζ:∑ →Ω

(s,t) x(s,t),y(s,t)  T (1)

ζ的雅可比矩阵

J(s,t)=
∂sx(s,t) ∂sy(s,t)

∂tx(s,t) ∂ty(s,t)  
T

(2)

由雅可比矩阵(2),ζ的第一基本形式为

Gζ(s,t)=JT(s,t)J(s,t)=
∂sζ·∂sζ ∂sζ·∂tζ
∂tζ·∂sζ ∂tζ·∂tζ  ,

若点 s0,t0  ∈∑ 满足detGζ s0,t0  =0,则称点

s0,t0  为ζ(s,t)的奇点.
不失一般性,本文把(s,t)= (0,0)设置为参数

633 中国科学技术大学学报 第50卷



化的奇点,如
∂x
∂s
(0,0)=0,

∂y
∂s
(0,0)=0,

∂x
∂t
(0,0)=0,

∂y
∂t
(0,0)=0时,ζ(s,t)在点 (0,0)处是奇异的.

定义1.2[26] 给定区域Ω ⊂ RR2,f(s,t)∈
H1(Ω)当且仅当f 有一个有限的L2(Ω)范数和一

个有限的 H1(Ω)半范数,即

‖f‖L2(Ω)=(∫Ω
f2dΩ)1/2 < ∞,

|f|H1(Ω)=(∫Ω
‖ �Ωf‖2dΩ)1/2 < ∞.

其中,�为梯度算子,如果f∈H1(Ω),则称f 满

足H1 正则性.
1.2 代数张量积B样条曲线曲面[27]

定义1.3(B样条基函数及B样条曲线) 令节

点向量T1 是一个非递减的实数序列,记为

T1= s0,s1,…,sm+p+1  .
  根据Cox-deBoor递推公式,第i个次数为p
(阶为p+1)的B样条基函数的递推定义如下

Bi,0(s)=
1,si ≤s<si+1

0,else 
Bi,p(s)=

s-si

si+p -si
Bi,p-1(s)+

si+p+1-s
si+p+1-si+1

Bi+1,p-1(s),

p≥1,i=0,1,2,…,m.
  B样条曲线定义为

P(s)=∑
m

i=0
PiBi,p(s),s∈ [sp,sm+1].

其中,Pi 为曲线的控制顶点.
定义1.4(代数张量积B样条函数) 令两方向

上 节 点 序 列 分 别 为 T1 = {si}m+p1+1i=0 和 T2 =
{tj}n+p2+1j=0 ,Bi,p1

(s)  m
i=0 和 {Bj,p2

(t)}nj=0 分别是

定义在T1 与T2 上的次数为p1 和p2 的B样条基

函数,令B样条函数的控制顶点为

Pij ∈RR2i=0,1,…m;j=0,1,…n;d≥2  ,
则次数为 (p1,p2)为张量积B样条函数定义为

P(s,t)=∑
m

i=0
∑
n

j=0
PijBi,p1

(s)Bj,p2
(t).

1.3 假设条件

由于控制网格存在不同的构造,会导致不同的

奇异参数化域.本文讨论退化指标集是矩形时的情

况,该指标集中所有的控制点退化为一个点.控制

点上的这个假设条件会导致在点 (0,0)处的参数化

是奇异的,在其他任何地方都是正则的.下面给出

假设条件内容.
定义1.5[28] 给定次数 (p1,p2)的张量积B

样条函数P(s,t),指标集D(α1,α2)
为

D(α1,α2)= (i,j)0≤i≤α1-1,0≤j≤α2-1  .
其中,1≤α1 ≤p1,1≤α2 ≤p2.若B样条函数

P(s,t)的控制顶点满足

(Ⅰ)当(i,j)∈D(α1,α2)
,Pij=Ο,其中Ο=(0,0)T.

(Ⅱ)下列控制顶点构成的三角形

Δ11=Δ(O,Pα10
,Pα11

),

Δ12=Δ O,Pα10
,P0α2  ,

Δ13=Δ O,P0α2
,P1α2  ,

均非退化.
下面给出一个符合假设条件(定义1.5)的一个

具体示例.
例1.1 设B样条函数次数为 (p1,p2)=(3,

3),(α1,α2)=(2,2),其控制顶点构成的三角形网

格如图1所示.

图1 三角形Δ11,…,Δ13

Fig.1 TrianglesΔ11,…,Δ13

此外,由文献[28]知,如果参数化P(s,t)满

足该假设条件,则由该参数化诱导出来的测试函数

ψi=φiP-1是H1正则的,其中φi(s,t)为定义在

节点序列上的张量积B样条基函数.

2 单片奇异参数化下的插值曲面光

滑性

2.1 D-patch定义

定义2.1(D-patch[29]) 给定一个解析曲面片

H(s,t),其定义为

H(s,t)=∑
∞

p,q=0
Apqsptq ∈RR3.

  若A10=A01=A11=0,则称该曲面片是退化

的.此外,如果存在常数α,δ∈RR和β,γ∈RR+,使
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得
A21

A12  =
α β
γ δ  A20

A02  ,则 称 该 退 化 曲 面 片

H(s,t)为一个D-patch.如果A20 和A02 是线性无

关的,则称该D-patch是一般的.
引理2.1[29] 给定一个一般的D-patchX ,X

在A00 处是正则的;即,X 在A00 附近存在一个局

部正则光滑参数化表示.此外,X 过A00 的切平面

是由A20 和A02 张成的.
2.2 插值算子定义

由上节可知,D-patches可以用来生成光滑曲

面.为了得到曲面的奇异参数化近似表示,并使其

满足一定的连续性要求,本节在讨论单片奇异参数

化下的插值曲面光滑性之前,先介绍插值算子的定

义,然后通过一般D-patch定义构造插值曲面,理

论证明插值曲面的G1 光滑性.
设 S(s,t)=(x(s,t),y(s,t),f(s,t))T 对

F(x,y)的插值,其中P(s,t)=(x(s,t),y(s,t))T

为物理域的一个参数化.f(s,t)满足

f(0,0)=F(p),               
∂f
∂s
(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂x
∂s
(0,0)+

∂F
∂y
(p)×

∂y
∂s
(0,0),

∂f
∂t
(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂x
∂t
(0,0)+

∂F
∂y
(p)×

∂y
∂t
(0,0),

∂2f
∂s2
(0,0)=

∂2F(x,y)
∂s2

(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂2x
∂s2
(0,0)+

∂F
∂y
(p)×

∂2y
∂s2
(0,0),

∂2f
∂t2
(0,0)=

∂2F(x,y)
∂t2

(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂2x
∂t2
(0,0)+

∂F
∂y
(p)×

∂2y
∂t2
(0,0),

∂3f
∂s2∂t

(0,0)=
∂3F(x,y)
∂s2∂t

(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂3x
∂s2∂t

(0,0)+
∂F
∂y
(p)×

∂3y
∂s2∂t

(0,0),

∂3f
∂s∂t2

(0,0)=
∂3F(x,y)
∂s∂t2

(0,0)=

∂F
∂x
(p)×

∂3x
∂s∂t2

(0,0)+
∂F
∂y
(p)×

∂3y
∂s∂t2

(0,0).

其中,p= x(0,0),y(0,0)  .

2.3 插值值型曲面的G1 光滑性

在插值算子定义的基础上,下面讨论当物理域

参数化满足假设条件时插值型曲面的G1光滑性,进
而得出S(s,t)为一般的D-patch.

定理2.1 设F(x,y)∈C2(Ω),令P(s,t)=
(x(s,t),y(s,t))是Ω 的一个参数化,即

P:0,1  × 0,1  →Ω.
其中,∂sP(0,0)=0,∂tP(0,0)=0,且P(s,t)在

(0,0)处满足定义1.5中假设条件.定义一个满足

2.2节要求的插值曲面S(s,t)=(x(s,t),y(s,t),

f(s,t)),则S(s,t)是一个一般的D-patch.此外,

S(s,t)在 (0,0)处的法向与 x,y,F(x,y)  在p
处的法 向 平 行.即,S(s,t)在 (0,0)处 满 足 G1

条件.
证明 首先考虑S(s,t)=(x(s,t),y(s,t),

f(s,t))T 在 (0,0)处的光滑性.

由D-patch定义可知
∂x
∂s
(0,0)=0,

∂y
∂s
(0,0)=0,

∂x
∂t
(0,0)=0,

∂y
∂t
(0,0)=0.下面求

∂S
∂s
(0,0)和

∂S
∂t
(0,0)的值.

∂S
∂s
(0,0)=

∂x
∂s
(0,0),

∂y
∂s
(0,0), ∂F

∂x
(p)
∂x
∂s
(0,0)+

∂F
∂y
(p)
∂y
∂s
(0,0) 

T

=0.

∂S
∂t
(0,0)=

∂x
∂t
(0,0),

∂y
∂t
(0,0), ∂F

∂x
(p)
∂x
∂t
(0,0)+

∂F
∂y
(p)
∂y
∂t
(0,0) 

T

=0.

所以由D-patch定义可知,曲面S(s,t)是退化曲

面片.

再 考 虑
∂3S
∂s2∂t (0,0)

,∂
3S

∂s∂t2 (0,0)
与
∂2S
∂s2
(0,0),

∂2S
∂t2
(0,0)之间的关系,进而来证明该参数化满足

一般的D-patch.由2.2节中插值算子定义可得

∂2S
∂s2
(0,0)=

∂2x
∂s2
(0,0),

∂2y
∂s2
(0,0), ∂F

∂x
(p)
∂2x
∂s2
(0,0)+

∂F
∂y
(p)
∂2y
∂s2
(0,0) 

T

=

∂2x
∂s2
(0,0)× 1 0

∂F
∂x
(p)  

T

+
∂2y
∂s2
(0,0)×

0 1
∂F
∂y
(p)  

T

.
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同理,

∂2S
∂t2
(0,0)=

∂2x
∂t2
(0,0)× 1 0

∂F
∂x
(p)  

T

+

∂2y
∂t2
(0,0)× 0 1

∂F
∂y
(p)  

T

.

记

σ1= 1 0
∂F
∂x
(p)  

T

,σ2= 0 1
∂F
∂y
(p)  

T

,

则

∂2S
∂s2
(0,0)

∂2S
∂t2
(0,0)





















=

∂2x
∂s2
(0,0)

∂2y
∂s2
(0,0)

∂2x
∂t2
(0,0)

∂2y
∂t2
(0,0)





















σ1
σ2  .

即

σ1
σ2  =

∂2x
∂s2
(0,0)

∂2y
∂s2
(0,0)

∂2x
∂t2
(0,0)

∂2y
∂t2
(0,0)





















-1 ∂2S
∂s2
(0,0)

∂2S
∂t2
(0,0)




















.

又,

∂3S
∂s2∂t

(0,0)=
∂3x
∂s2∂t

(0,0)σ1+
∂3y
∂s2∂t

(0,0)σ2,

∂3S
∂s∂t2

(0,0)=
∂3x
∂s∂t2

(0,0)σ1+
∂3y
∂s∂t2

(0,0)σ2,

故,

∂3S
∂s2∂t

(0,0)

∂3S
∂s∂t2

(0,0)





















=
α β
γ δ  

∂2S
∂s2
(0,0)

∂2S
∂t2
(0,0)





















.

其中,

α=

∂3x
∂s2∂t

∂2x
∂t2

∂3y
∂s2∂t

∂2y
∂t2

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2

∂2x
∂t2

∂2y
∂t2

-1

,

β=

∂2x
∂s2

∂3x
∂s2∂t

∂2y
∂s2

∂3y
∂s2∂t

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2

∂2x
∂t2

∂2y
∂t2

-1

,

γ=

∂3x
∂s∂t2

∂2x
∂t2

∂3y
∂s∂t2

∂2y
∂t2

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2

∂2x
∂t2

∂2y
∂t2

-1

,

δ=

∂2x
∂s2

∂3x
∂s∂t2

∂2y
∂s2

∂3y
∂s∂t2

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2

∂2x
∂t2

∂2y
∂t2

-1

.

  将P(s,t)表示成B样条函数形式,即

P(s,t)=∑
n

i,j=0
Pi,jBi,p1

(s)Bj,p2
(t),

∂s2P(0,0)=
6
h2
1
P20-P10  ,

∂t2P(0,0)=
6
h2
2
P02-P01  ,

∂s2tP(0,0)=
18

h2
1h2

P21-P20  ,

∂st2P(0,0)=
18

h1h2
2
P12-P02  ,

h1,h2 为定义B样条的节点间距.由B样条函数的

求导公式可知,∂s2P ×∂t2P 的方向向上,∂s2P ×
∂s2tP 的方向向上,∂st2P×∂t2P 的方向向上,如图2
所示.

图2 P(s,t)在(0,0)处的假设条件

Fig.2 AssumptionsofP(s,t)at(0,0)

由于P(s,t)在(0,0)处满足假设条件,如图2
所示.

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2  × ∂3x

∂s2∂t
∂3y
∂s2∂t  

与

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2  × ∂2x

∂t2
∂2y
∂t2  

同向,

∂3x
∂s∂t2

∂3y
∂s∂t2  × ∂2x

∂t2
∂2y
∂t2  

与

∂2x
∂s2

∂2y
∂s2  × ∂2x

∂t2
∂2y
∂t2  

同向,
故β,γ >0,即得S(s,t)为一个一般的 D-

patch.此外,由引理2.1知S(s,t)在 (0,0)处切

平面由∂s2S,∂t2S 张成.故S(s,t)在(0,0)处的法

933第3期 适用于等几何分析退化光滑插值曲面片构造



向为

∂s2S×∂t2S=det

∂2x
∂s2
(0,0)

∂2y
∂s2
(0,0)

∂2x
∂t2
(0,0)

∂2y
∂t2
(0,0)





















σ1×σ2  ,

与曲面 x,y,F(x,y)  在 p 处的法向平行,故

S(s,t)在 (0,0)处满足G1 条件.

3 光滑退化曲面例子

基于以上定义,给定3个数值算例.
例 3.1 考 虑 插 值 函 数 F1(x,y)=x +

sin(y2),对于给定的4个角点

P1 4,2  ,P2 5,6  ,

P4 7cos
2π
3 -3sin

2π
3
, 7sin

2π
3 +3cos

2π
3 ,

P3=P2+P4;
得到了一个在P1(即参数域 (0,0))处退化的光滑

插值曲面(如图3所示).图3中的颜色(深度)映射

代表的是该插值曲面在z 方向的函数值,可见在

P1 处由于退化导致等参网格线分布较密.

图3 对函数F1(x,y)的插值曲面

Fig.3 InterpolationsurfaceforfunctionF1(x,y)

为了考察曲面在退化点处的G1 光滑性,我们

计算

ρ(x,y)=sin2(∠nF1
,n(x,y)).

其中,n(x,y)为插值曲面在 (x,y,F1(x,y))的

法向,P(x,y)为 P1 的一个邻域中的点,nF1
为

F1(x,y)在P1 处的法向.ρ(x,y)如图4所示,其

中颜色(深度)映射代表ρ(x,y)的函数值.由图4
可见,ρ(x,y)连续且当 (x,y)趋于P1 时n(x,y)
与常法向nF1

趋于平行.即插值曲面在P1 处为G1

的且P1 处的法向与 x,y,F1(x,y)  在P1 处的

法向平行.

图4 例3.1中的ρ(x,y)

Fig.4 ρ(x,y)ofCase3.1

例3.2 考虑被插值函数 F2(x,y)=x2 +
cos(x2)+sin(y),对于给定的4个角点

P1(2,3),P2(6,5),

P4 5cos
2π
3 -2sin

2π
3
, 5sin

2π
3 +2cos

2π
3 ,

P3=P2+P4;
得到了一个在P1(即参数域 (0,0))处退化的光滑

插值曲面(如图5所示).图5中的颜色(深度)映射

代表的是该插值曲面在z 方向的函数值,可见在

P1 处由于退化导致等参网格线分布较密.

图5 对函数F2(x,y)的插值曲面

Fig.5 InterpolationsurfaceforfunctionF2(x,y)

为了考察曲面在退化点处的G1 光滑性,我们

计算

ρ(x,y)=sin2(∠nF2
,n(x,y)).

其中,n(x,y)为插值曲面在 (x,y,F2(x,y))的

法向,P(x,y)为 P1 的一个邻域中的点,nF2
为

F2(x,y)在P1 处的法向.ρ(x,y)如图6所示,其

中颜色映射代表ρ(x,y)的函数值.由该图可见,

ρ(x,y)连续且当 (x,y)趋于P1 时n(x,y)与常法
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向nF2
趋于平行.即插值曲面在P1 处为G1 的且P1

处的法向与 x,y,F2(x,y)  在P1 处的法向平行.

图6 例3.2中的ρ(x,y)

Fig.6 ρ(x,y)ofCase3.2

例3.3 考虑被插值函数F3(x,y)=esin y  ·x·

cosx  ,对于给定的4个角点

P1 0,2  ,P2 1,7  ,

P4 4cos
2π
3 -2sin

2π
3
, 4sin

2π
3 +2cos

2π
3 ,

P3=P2+P4;
得到了一个在P1(即参数域 (0,0))处退化的光滑

插值曲面(如图7所示).图7中的颜色(深度)映射

代表的是该插值曲面在z 方向的函数值,可见在

P1 处由于退化导致等参网格线分布较密.

图7 对函数F3(x,y)的插值曲面

Fig.7 InterpolationsurfaceforfunctionF3(x,y)

为了考察曲面在退化点处的G1 光滑性,我们

计算

ρ(x,y)=sin2(∠nF3
,n(x,y)).

其中,n(x,y)为插值曲面在 (x,y,F3(x,y))的

法向,P(x,y)为 P1 的一个邻域中的点,nF3
为

F3(x,y)在P1 处的法向.ρ(x,y)如图8所示,其

中颜色(深度)映射代表ρ(x,y)的函数值.由图8

可见,ρ(x,y)连续且当 (x,y)趋于P1 时n(x,y)
与常法向nF3

趋于平行.即插值曲面在P1 处为G1

的且P1 处的法向与 x,y,F3(x,y)  在P1 处的

法向平行.

图8 例3.3中的ρ(x,y)

Fig.8 ρ(x,y)ofCase3.3

4 结论

本文讨论了在等几何分析中满足 H1 正则性条

件的奇异参数化的背景下构造光滑插值曲面的过

程.首先基于奇异参数化构造插值算子,再给定一

个光滑函数,理论证明该插值曲面的光滑性.随着

等几何分析的不断发展,未来多片奇异参数化的插

值曲面的光滑性还可以进一步研究.此外,如何将

相关工作推广到三维参数体情形,并应用到等几何

分析理论中也是需要研究的问题.
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