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0 引言

众所周知,有关独立变量的结果已经非常完善.
考虑到实际问题中,随机变量之间并非独立,而是存

在着某种相依结构,所以近六十年来,概率统计学者

们相继提出了各种混合变量以及相依变量的概念,
比如:α混合、ρ混合、φ 混合、ρ* 混合、NA变量、

NOD变量、NSD变量、END变量等,同时还研究了

这些随机变量部分和与加权和的概率极限性质.而
在这些变量中,EDN变量是一种比较宽泛的相依结

构,包含了独立变量、NA变量、NOD变量、NSD变

量以及一些正相依变量作为其特例.本文主要研究

END变量部分和的概率极限性质,特别是完全收敛

性和完全矩收敛性,所得结果推广了独立变量以及



NA变量的相应结果.为此,我们先分别给出NA变

量和END变量的概念,具体如下.
定义0.1 称随机变量序列{Xi,1≤i≤n}是

NA序列,如果对于集合 {1,2,…,n}的任何两个不

相交的非空子集A1 和A2,有

Cov(f1(Xi,i∈A1),f2(Xj,j∈A2))≤0,
其中f1和f2是任何两个使得协方差存在且对每个

变元均非降(或同为对每个变元均非升)的函数.称
随机变量序列 {Xn,n≥1}是 NA的,如果对任何

n≥2,X1,…,Xn 是NA的.
NA变量的概念由 Alam 和Saxena[1]给出,随

后Joag-Dev和Proschan[2]对NA变量的性质进行

了细致地研究,并且取得了很多有意义的结果.之
后,Liu[3]又引入了END变量的概念,具体如下.

定义0.2 称随机变量序列 {Xn,n ≥1}是

END的,若存在常数M ≥1,使得对任意的x1,x2,
…,xn ∈RR,n≥1,都有下面两个式子成立:

P(X1 >x1,X2 >x2,…,Xn >xn)≤

M∏
n

i=1
P(Xi >xi),

P(X1 <x1,X2 <x2,…,Xn <xn)≤

M∏
n

i=1
P(Xi ≤xi).

  由END随机变量的定义知,若 M =1,则END
变量即为NOD变量,NOD变量的概念由Joag-Dev
和Proschan[2]给出;他们还指出 NA变量是 NOD
的,同 时 还 给 出 了 是 NOD 但 不 是 NA 的 反 例.
Hu[4]指出NSD变量是NOD的.Liu[3]通过举例指

出:END变量既包含负相依结构又包含正相依结

构.因此,END变量是一类包含独立变量、NA 变

量、NSD变量、NOD变量以及一些正相依结构在内

的非常广泛的相依变量,对其概率极限性质及其应

用的研究具有重要的理论意义和应用价值.
自从Liu[3]于2009年给出END变量的概念以

来,很多概率统计学者对END变量的概率极限理

论及其应用进行了大量的研究,并且取得了很多有

意义的成果.Liu[5]研究了具有重尾的END随机变

量的中偏差的充要条件;Shen[6]建立了END随机

变量的Rosenthal型矩不等式,并利用它研究了非

负END随机变量的逆矩的渐近逼近问题;Wu和

Guan[7]研究了END随机变量序列的若干收敛性

质,包括弱收敛性、Lp 收敛性以及完全收敛性;Qiu
等[8]在不同条件下获得了END阵列加权和的完全

收敛定理;Wang等[9]获得了END随机变量序列以

及随机变量阵列的完全收敛性;Wang和 Wang[10]

给出了一致变化尾下END变量的精确大偏差结

果;Wang等[11]研究了END误差下非参数回归模

型中加权估计量的完全相合性问题;Shen[12]研究了

END随机变量加权和的完全收敛性,同时将其应用

于非参数回归模型;Shen和Volodin[13]得到了END
随机变量阵列的弱大数定律和强大数定律,并给出

应用;Shen等[14]给出了END随机变量的完全收敛

性以及完全矩收敛性的充分必要条件;Wu等[15]研

究了END随机变量阵列的完全收敛性和完全矩收

敛性;Yang等[16]进一步研究了END误差下非参数

回归模型中加权估计量的完全相合性问题,同时还

得到 了 强 收 敛 速 度,改 进 了 Wang等[11]的 相 应

结果.
本文将在很一般的条件下,进一步研究END

变量加权和的完全收敛性和完全矩收敛性,所得结

果会推广已有文献的相应结果.
接下来,我们将给出完全收敛性和完全矩收敛

性的概念.众所周知,完全收敛性是概率极限理论中

的一个重要研究内容,特别是在建立强收敛速度的

时候起到至关重要的作用.完全收敛性的概念最早

由Hsu和Robbins[17]于1947给出,其定义如下.
定义0.3 称随机变量序列 {Xn,n≥1}完全

收敛于一个常数C ,如果对任意的ε>0,

∑
∞

n=1
P(|Xn -C|>ε)< ∞.

  由定义0.3以及Borel-Cantelli引理,容易得到

Xn →Ca.s.,所以完全收敛性是一种比a.s.收敛

更强的收敛性质.对于独立同分布的随机变量序列,

Li等[18]研究了其加权和的完全收敛性,并得到如下

结果:
定理0.1 设 {X,Xn,n≥1}是一独立同分布

的随机变量序列,β ≥-1.{ani ≈ (i/n)β(1/n),

1≤i≤n,n≥1}是一个正常数三角阵列.则以下

两个结论是等价的:

 (i) 
E|X|1/(1+β)< ∞,-1<β<-1/2;

E|X|2log(1+|X|)< ∞,β=-1/2;

E|X|2 < ∞,β>-1/2









(1)

 (ii) ∑
∞

n=1
P ∑

n

i=1
aniXi-EX >ε  <∞,∀ε>0

(2)
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之后,Liang[19]又将定理0.1的结果从独立同

分布的随机变量序列推广到NA随机变量的场合,
并建立了以下结果.

定理0.2 设 {Xn,n≥1}是一列独立同分布

且均值为零的NA随机变量序列,且被随机变量X
随机控制.设常数列 {ank,1≤k≤n,n≥1}满足定

理0.1中的条件.对于r>1,如果

E|X|(r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

E|X|rlog(1+|X|)< ∞,β=-1/r;

E|X|r < ∞,β>-1/r







 (3)

则对任意的ε>0,

∑
∞

n=1
nr-2P max

1≤j≤n ∑
j

i=1
aniXi >ε  < ∞ (4)

相反的,如果 {X,Xn,n≥1}是同分布的NA随机

变量序列,且式(4)成立,则式(3)仍成立.
易见,在定理0.2中取r=2,则可得到定理

0.1.
最近,Chen和 Sung[20]做了一个很好的工作,

他们在十分宽泛的权系数条件和矩条件下给出了

ρ* 混合序列加权和的完全收敛性以及完全矩收敛

性的充分必要条件.
本文的目的是进一步将定理0.2中的完全收敛

性推广到完全矩收敛性,同时将 NA 变量推广到

END 变量的场合.完全矩收敛性的概念最早由

Chow[21]于1988年给出,具体如下:
定义0.4 设 {Zn,n≥1}是一随机变量序列,

an >0,bn >0,q>0.如果对任意的ε>0,

∑
∞

n=1
anE(b-1

n |Zn|-ε)q+< ∞,

则称 {Zn,n≥1}是q阶完全矩收敛的.
本文的主要结果要用到随机控制的概念,具体

如下:
定义0.5 称随机变量序列 {Xn,n≥1}被随

机变量X 随机控制,如果存在一个常数C>0,使得

对任意的n≥1和x≥0,有
P(|Xn|≥x)≤CP(|X|≥x).

  本文中的常数一律以C(>0)表示,且在不同

的地方C 可以表示不同值,I(A)表示集合A 的示

性函数,记a∧b=min{a,b},x+=xI(x>0).

1 相关引理

为了证明主要结果,我们需要以下引理.其中引

理1.1是END随机变量的基本性质,具体可参考

文献[3].
引理1.1 设{Xn,n≥1}是END随机变量序

列,{fn(·),n≥1}同为单调递增(或同为单调递

减)的函数列,则 {fn(Xn),n≥1}仍是END随机

变量序列.
引理1.2 设X 为一个随机变量,对于任意的

α≥0,γ>0以及β>-1,有

∫
∞

1
uβE|X|αI(|X|>uγ)du≤CE|X|

β+1
γ +α

(5)

∫
∞

1
uβloguE|X|αI(|X|>uγ)du≤

CE|X|
β+1
γ +αlog(1+|X|) (6)

  证明 先证明式(5).易见,

∫
∞

1
uβE|X|αI(|X|>uγ)du≤

∫
∞

1
uβ∑

∞

i=u
E|X|αI(i<|X|1/γ ≤i+1)du≤

∑
∞

i=1
E|X|αI(i<|X|1/γ ≤i+1)∫

i

1
uβdu≤

CE|X|
β+1
γ +α.

式(6)的证明与式(5)的证明类似,故省略.证毕.
引理1.3 设X 为一个随机变量,对于任意的

α≥0,γ>0以及β<-1,有

∫
∞

1
uβE|X|αI(|X|≤uγ)du≤CE|X|

β+1
γ +α

(7)

∫
∞

1
uβloguE|X|αI(|X|≤uγ)du≤

CE|X|
β+1
γ +αlog(1+|X|) (8)

  引理1.3的证明过程与引理1.2的类似,故
省略.

利用随机控制的定义以及分部积分,我们可以

得到如下引理,其证明过程也可以参考文献[22].
引理1.4 设{Xn,n≥1}是一随机变量序列,

且被随机变量 X 随机控制.则对于任意的μ >0,

t>0以及n≥1,以下两式成立:

E|Xn|μI(|Xn|≤t)≤          
C1[E|X|μI(|X|≤t)+tμP(|X|>t)]

(9)

E|Xn|μI(|Xn|>t)≤
C2E|X|μI(|X|>t) (10)

式中,C1 和C2 为两个正常数.
下面的引理是END变量的矩不等式,在证明
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主要结果的过程中起主要作用,其中,式(11)可参考

文献[6],式(12)可参考文献[14].
引理1.5 设p≥1,{Xn,n≥1}是均值为零

的END随机变量序列,且E|Xn|p <∞ ,n≥1.
则存在仅依赖于p 的正常数Cp 和Dp ,使得对任意

的n≥2,均有

E ∑
n

i=1
Xi

p  ≤

Cp ∑
n

i=1
E|Xi|p + ∑

n

i=1
EX2

i  p/2

  ,p≥2
(11)

E ∑
n

i=1
Xi

p  ≤Cp∑
n

i=1
E|Xi|p,

1≤p<2  (12)

2 主要结果及其证明

定理 2.1 设β >-1,r >1,1≤q <
(r∧2),{Xn,n≥1}是一均值为0的END随机

变量序列,且被随机变量 X 随机控制.设 {ani ≈
(i/n)β(1/n),1≤i≤n,n≥1}是一个三角阵列.
如果

E X (r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

E X rlog(1+ X )< ∞;β=-1/r;

E X r < ∞,β>-1/r







 (13)

则对于任意的ε>0,

∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n

i=1
aniXi -ε  q

+< ∞ (14)

从而,

∑
∞

n=1
nr-2P ∑

n

i=1
aniXi >ε  < ∞ (15)

  证明 先证明式(14).对于任意的1≤i≤n,

n≥1,定义

aniYni=-I(aniXi <-1)+
aniXiI(|aniXi|≤1)+I(aniXi >1),

aniZni=(aniXi+1)I(aniXi <-1)+
(aniXi-1)I(aniXi >1).

注意到EXn =0,aniXi=ani(Yni+Zni),我们有

∑
n

i=1
aniXi ≤ ∑

n

i=1
ani(Yni-EYni)+

∑
n

i=1
ani(Zni-EZni) (16)

由Cr 不等式可得

∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n

i=1
aniXi -ε  q

+≤

C∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n

i=1
ani(Yni-EYni)-ε  q

++

C∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n

i=1
ani(Zni-EZni)  q Δ

L1+L2.

因此,为了证明式(14)成立,只需要证明L1 < ∞,

L2<∞.首先,我们证明L1<∞ .对于给定的n≥
1,由引理1.1很容易得{Yni-EYni,1≤i≤n}仍
是END随机变量序列.因此,对于p >2,由引理

1.5、Markov不等式、Jensen不等式以及q<2<
p 得

L1 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∫

∞

0
P ∑

n

i=1
ani(Yni-EYni)>t1/q +ε dt≤

C∑
∞

n=1
nr-2∫

∞

0

1
(t1/q +ε)p

E ∑
n

i=1
ani(Yni-EYni)  pdt≤

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
ap

niE|Yni-EYni|p + ∑
n

i=1
a2

niE|Yni-EYni|2  p/2

  ≤

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
E|aniYni|p +C∑

∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
E|aniYni|2  p/2 Δ

K1+K2.

  显然,由Yni 的定义和引理1.4得

K1 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
P(|aniXi|>1)+

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
E|aniXi|pI(|aniXi|≤1)≤

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
P(|aniX|>1)+

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
E|aniX|pI(|aniX|≤1)

Δ
K11+K12

(17)

  下面我们先来证明K11< ∞ .由引理1.2和式

(13),有
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K11 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
P(|X|>Cn1+βi-β)≈

C∫
∞

1
xr-2∫

x

1
P(|X|>Cx1+βy-β)dydx≤

C∫
∞

1
du∫

u

1
u(r-2-β)/(1+β)vβ(r-1)/(1+β)P(|X|>Cu)dv≈

(令u=x1+βy-β,v=y)

C∫
∞

1
u(r-1)/(1+β)-1P(|X|>Cu)du,

   -1<β<-1/r;

C∫
∞

1
ur-1loguP(|X|>Cu)du,

   β= -1/r;

C∫
∞

1
ur-1P(|X|>Cu)du,

   β>-1/r



















≈

CE|X|(r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

CE|X|rlog(1+|X|)< ∞,β= -1/r;

CE|X|r < ∞,β>-1/r









(18)
取p 足够大,使得

(r-1)/(1+β)-1-p<-1,r-1-p<-1,
由引理1.3和式(13),有

K12 ≈C∫
∞

1
xr-2∫

x

1
x-p(1+β)ypβ·     

E|X|pI(|X|≤Cx1+βy-β)dydx≤
(令u=x1+βy-β,v=y)

C∫
∞

1
du∫

u

1
u(r-2-β)/(1+β)-pvβ(r-1)/(1+β)·

E|X|pI(|X|≤Cu)dv≈

C∫
∞

1
u(r-1)/(1+β)-1-pE|X|pI(|X|<Cu)du,

   -1<β<-1/r;

C∫
∞

1
ur-1-ploguE|X|pI(|X|<Cu)du,

   β= -1/r;

C∫
∞

1
ur-1-pE|X|pI(|X|<Cu)du,

   β>-1/r



















≈

CE|X|(r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

CE|X|rlog(1+|X|)< ∞,β= -1/r;

CE|X|r < ∞,β>-1/r.









  接下来,我们将证明K2 < ∞ .由Yni 的定义、

Jessen不等式以及引理1.4得

K2 ≤C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
P(|aniX|>1)+

∑
n

i=1
E|aniX|2I(|aniX|≤1) p/2

≤

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
P(|aniX|>1)  p/2

+

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
E|aniX|2I(|aniX|≤1)  p/2 Δ



K21+K22 (19)
取p 足够大,使得r-2-pr(1+β)/2<-1,且r-
2-(r-1)p/2<-1.由Markov不等式和式(13)得

K21 ≤C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
P |X|>Cn1+βi-β    p/2

≤

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1

E|X|r

(n1+βi-β)r  
p/2

=

C∑
∞

n=1
nr-2 E|X|rn-(1+β)r∑

n

i=1
iβr  p/2

≤

C∑
∞

n=1
nr-2-pr(1+β)/2,-1<β<-1/r;

C∑
∞

n=1
nr-2-pr(1+β)/2(logn)p/2,β= -1/r;

C∑
∞

n=1
nr-2-(r-1)p/2,β>-1/r.















  为了证明K22 < ∞ ,我们考虑以下两种情形.
(i)当1<r<2时,取p 足够大,使得r-2-

pr(1+β)/2<-1,r-2-p(r-1)/2<-1,由
E|X|r < ∞ 得

K22 ≤                   

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
E|aniX|rI(|aniX|≤1) p/2

≤

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
ar

ni  p/2
≈

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
n-r(1+β)irβ  p/2

≤

C∑
∞

n=1
nr-2-(1+β)rp/2,-1<β<-1/r;

C∑
∞

n=1
nr-2-(1+β)rp/2(logn)p/2,β= -1/r;

C∑
∞

n=1
nr-2-(r-1)p/2,β>-1/r.















  (ii)当r≥2时,注意到式(13)可以推出E|X|2

< ∞ ,取p 足够大,使得r-2-p(1+β)<-1,

r-2-p/2<-1,可以得到

K22 ≤C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
a2

ni  p/2
≈

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n

i=1
n-2(1+β)i2β  p/2

≤
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C∑
∞

n=1
nr-2-(1+β)p,-1<β<-1/2;

C∑
∞

n=1
nr-2-(1+β)p(logn)p/2,β= -1/2;

C∑
∞

n=1
nr-2-p/2,β>-1/2.















  最后证明L2 < ∞ .由引理1.1知 {aniZni -
EaniZni,1≤i≤n}仍是END随机变量序列.由引

理1.4和1.5可得

L2 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
E|aniZni|q ≤

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
P(|aniX|>1)+

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
E|aniX|qI(|aniX|≥1)

Δ


H1+H2.
  由K11<∞ 可知H1<∞ .接下来证明H2<
∞ .因为ani≈(i/n)β(1/n),由引理1.2,1≤q<
(r∧2)以及式(13)得

H2 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

i=1
n-q(1+β)iqβ·     

E|X|qI(|X|>Cn1+βi-β)≈

C∫
∞

1
xr-2∫

x

1
x-q(1+β)yqβ·

E|Xq|I(|X|>Cx1+βy-β)dydx≤

C∫
∞

1
du∫

u

1
u(r-2-β)/(1+β)-qvβ(r-1)/(1+β)·

E|X|qI(|X|>Cu)dv≈
(令u=x1+βy-β,v=y)

C∫
∞

1
u(r-1)/(1+β)-1-qE|X|qI(|X|>Cu)du,

   -1<β<-1/r;

C∫
∞

1
ur-1-qloguE|X|qI(|X|>Cu)du,

   β= -1/r;

C∫
∞

1
ur-1-qE|X|qI(|X|>Cu)du,

   β>-1/r.



















≤

CE|X|(r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

CE|X|rlog(1+|X|)< ∞,β= -1/r;

CE|X|r < ∞,β>-1/r.









  这样就证明了L2 < ∞ ,从而式(14)得证.
下证式(15).易见对任意的ε>0,有

∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n

i=1
aniXi -ε  q

+=

∑
∞

n=1
nr-2∫

∞

0
P ∑

n

i=1
aniXi >t1/q +ε  dt≥

∑
∞

n=1
nr-2∫

εq

0
P ∑

n

i=1
aniXi >2ε  dt=

εq∑
∞

n=1
nr-2P ∑

n

i=1
aniXi >2ε  .

  从而由式(14)知,式(15)成立.定理证毕.
定理2.2 设β>-1,r>1,1≤q<(r∧2),

{Xn,n≥0}是一均值为0的END随机变量序列,
且 被 随 机 变 量 X 随 机 控 制.设 {ani ≈

(n-i
n
)β(1

n
),0≤i≤n-1,n≥1}是一个三角阵

列.如果式(13)成立,则对于任意的ε>0,

∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n-1

i=0
aniXi -ε  q

+< ∞ (20)

从而,

∑
∞

n=1
nr-2P ∑

n-1

i=0
aniXi >ε  < ∞ (21)

  证明 与定理2.1的证明过程相似,由Cr 不等

式得

∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n-1

i=0
aniXi -ε  q

+≤

C∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n-1

i=0
ani(Yni-EYni)-ε  q

++

C∑
∞

n=1
nr-2E ∑

n-1

i=0
ani(Zni-EZni)  q Δ

L1+L2.

  由引理1.5、Markov不等式、Jensen不等式以

及q<2<p 得

L1 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n-1

i=0
E|aniYni|p +      

C∑
∞

n=1
nr-2 ∑

n-1

i=0
E|aniYni|2  p/2 Δ

K1+K2.

  显然,由Yni 的定义和引理1.4得

K1 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n-1

i=0
P(|aniX|>1)+

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n-1

i=0
E|aniX|pI(|aniX|≤1)

Δ


K11+K12.
  根据引理1.2得

K11 ≤C∑
∞

n=1
nr-2∑

n-1

i=0
P |X|>Cn1+β(n-i)-β  ≤

C∑
∞

n=1
nr-2∑

n

k=1
P |X|>Cn1+βk-β  ≈

C∫
∞

1
xr-2∫

x

1
P(|X|>Cx1+βy-β)dydx≤
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C∫
∞

1
du∫

u

1
u(r-2-β)/(1+β)vβ(r-1)/(1+β)P(|X|>Cu)dv≈

(令u=x1+βy-β,v=y)

C∫
∞

1
u(r-1)/(1+β)-1P(|X|>Cu)du,

   -1<β<-1/r;

C∫
∞

1
ur-1loguP(|X|>Cu)du,

   β= -1/r;

C∫
∞

1
ur-1P(|X|>Cu)du,

   β>-1/r



















≈

CE|X|(r-1)/(1+β)< ∞,-1<β<-1/r;

CE|X|rlog(1+|X|)< ∞,β= -1/r;

CE|X|r < ∞,β>-1/r.









  剩下的证明与定理2.1的过程类似,具体细节

略.证毕.
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