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Knight不确定下单边有限承诺连续时间契约问题
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摘要:研究了在Knight不确定下单边有限承诺的最优契约设计问题.首先,基于Knight不确定代

理人的禀赋和委托人返还给代理人的消费,在代理人消费预期效用(代理人延续价值)不低于代理

人外部期权价值(保持代理人参与约束)下,设计委托人预期收益最大化的代理人单边有限承诺最

优契约.利用非线性期望下的动态规划原理得到委托人最大预期效用值函数所满足的 HJB方程.
其次,在非线性期望下,建立了委托人价值函数的弱和强对偶定理,并获得了最优契约的判定定理.
最后,针对一个消费问题的例子,对所得最优策略进行了数值模拟和经济学分析.
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Abstract:Theoptimalcontractdesignproblem withone-sidedlimitedcommitmentunderKnightian
uncertaintywasstudied.First,basedontheagent’sendowmentprocessandtheconsumptionreturnedby
theprincipalunderKnightianuncertainty,thecontractmodelwasestablishedwiththeagent’sone-side
limitedcommitmentwhichcharacterizesthemaximizationoftheprincipalexpectedprofitundertheagent’s
expectedutility(theagent’scontinuationvalue)beingnotlowerthantheagent’soutsideoptionvalue
(keepingtheparticipationconstraint).ByusingthedynamicprogrammingprincipleunderPeng’ssublinear
expectationtheory,theHamilton-Jacobi-Bellman(HJB)equationoftheprincipal’svaluefunctiononher
maximalexpectedutilitywasderived.Next,usingthesublineartheory,theweakandstrongdualtheorems
andtheverificationtheoremofoptimalstrategywereobtained.Finally,foranexampleofconsumption,the
numericalsimulationforresultsandthecorrespondingeconomicanalysiswereprovided.



Keywords:Knightianuncertainty;sublinearexpectation;continuous-timecontracts;one-sidedlimited
commitment;HJBequation

0 引言

契约理论是20世纪30年代至今的一种主流企

业理论.Coase[1]于1937年开启了契约理论研究的

先河.之后人们对契约理论的研究按两个方向发展,
其中一个方向就是委托-代理理论.

许多实证研究发现,完全风险分摊的假设往往

并非成立.例如Cochrane[2]在研究消费者是否能有

效地避免个人收入或财富的特殊冲击时,发现长期

患病和非自愿的失业保险会被保险公司拒绝,这部

分人群无法实现完全风险分摊.Townsend[3]研究了

印度南部半干旱热带地区三个贫穷的高危村庄,使
用数据进行了完整的保险模型的测试,结果表明在

三个村庄中,没有土地的人被保险的程度不如有土

地的人.这说明在市场中,由于外生市场的不完整

性,有许多其他未被考虑到的因素在起作用,影响着

委托人和代理人之间的风险分摊.
一个重要的来协调上述经验证据的方法是假设

每个人都有有限的承诺,以此来取代外生市场不完

整性.这种假设的动机是,债务偿还的执行成本很

高,债务的收集、诉讼都是昂贵的,债务人可能会拖

欠债务.在这种情况下,个人的收入风险不会被完全

分摊.Alvarez和Jermann[4]提出了一个均衡的概

念,假定市场存在内在的偿付能力约束,这些偿付能

力的约束阻止了违约,降低了风险分担的成本.
Ligon等[5]提供了一个动态模型,完全描述了由有

限承诺约束的有效非正式保险安排,同时使用来自

三个印度村庄的数据来测试模型,发现模型可以充

分解释消费对收入的动态响应.这些学者的研究表

明“有限承诺”假设的提出有效地解决了外生市场不

完整对于模型的影响,使得模型更加完善.
解决动态契约模型的一般方法是使用动态规

划,并将代理人的承诺延续值作为状态变量.这种方

法是 由 Thomas 和 Worrall[6]在 1988 年 提 出.
Sannikov[7]扩展了这种方法,用以研究连续时间情

形下隐藏行为或隐藏信息下的委托-代理问题.Miao
和 Rivera[8]在Sannikov[7]的研究框架中引入了稳

健性和重新谈判的能力.Grochulski和Zhang[9]运
用这种方法研究一个连续时间单边承诺情况下的消

费保险问题,当委托人和代理人具有同等的耐心时,

他们提供了一个显式的解决方案.动态规划的方法

逐渐趋于成熟,并在契约理论的研究中使用越来越

频繁.
连续时间契约模型在经济和金融领域备受青

睐.Williams[10]研究了动态环境中代理人具有持久

私有信息最优契约的设计问题,特别关注了一个连

续时间的标准保险问题,在这个问题中,风险厌恶的

代理人愿意从风险中性的贷款人那里借钱来稳定他

的收入流(收入流是对借款人的私人信息,并且是连

续的),展示了连续性如何改变契约的性质,并考虑

了一 个 可 以 用 显 示 解 求 解 的 指 数 效 用 例 子.
Zhang[11]提供了一个解决方案,以解决当风险厌恶

的代理人面临一个随机收入流,不能承诺长期合同

关系的风险中性委托人时的长期契约问题.这些学

者完善了连续时间契约问题的研究.
在前人研究的基础之上,Miao和Zhang[12]研究

了连续时间情形下的单边和双边有限承诺的契约问

题.从代理人的视角,她为委托人的项目提供利润

(禀赋)或收入,并从委托人那里获得消费(工资),代
理人的延续价值由其预期消费效用刻画,并且代理

人有外部价值(即一旦延续价值小于外部期权价值,
她就放弃签约);从委托人的视角,在有承诺约束条

件下,他提供给代理人的消费支出要实现其累计预

期净利润最大化.基于上述背景,文献[12]研究了最

优契约设计问题,提出了一种对偶方法,通过建立弱

和强的对偶定理,得到了契约模型的 HJB方程及其

对应的解析解,列举了两个消费保险的案例,并进行

了数值模拟;通过与离散时间模型的比较研究,发
现在双边有限承诺下,无论是无风险分摊还是完全

风险分摊,都无法实现预期效用最大化,无法得到最

优契约.
另一方面,Knight明确指出,在经济行为中概

率统计模型本身的不确定性是本质的,不能消除掉

的.通常称这种概率本身的不确定性为Knight不确

定性.事实上,不仅在经济和金融领域,现实世界中

绝大多数的决策环境都具有程度不同的Knight不

确定性.
随着人们对Knight不确定性研究的深入,对于

Knight不确定性的刻画和描述越来越成熟,并逐渐

形成了系统的理论.Choquet[13]将Lebesgue积分的
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概念推广应用于非可加测度,获得了一个很重要的

非线性期望—Choquet期望.Ellsberg[14]设计的系

统而精致的经济学实验直接指出,实际上人们在做

决策时会对Knight不确定性有非常显著的厌恶,从
而进一步揭示了以非线性来代替线性期望效用公理

化体系的必要性.Schmeidler[15]提出了非线性的

Choquet期望效用.Chen和Epstein[16]用一种特殊

的次线性的生成函数g 构成的g 期望,很好地刻画

了消费者Knight不确定性厌恶.
关于Knight不确定性下的金融和经济问题,已

经有诸多学者在各方面开展了研究.韩立岩和周

娟[17]研究了 Knight不确定环境下期权定价模型,
用λ模糊测度和Choquet积分求解欧式无红利期权

的价格.费为银和李淑娟[18]研究了投资者在Knight
不确定下带有通胀的最优消费和投资决策问题.

费为银等[19]研究了 Knight不确定下带通胀的

跨国直接投资问题.彭实戈[20]给出非线性期望空间

的基本定义,并说明这个新框架可以广泛地用来分

析和计算现实世界数据背后隐藏的概率和统计分布

的不确定性.Fei和Fei[21]建立了G 框架下一个随

机控制问题的最优性原理,通过推导判定定理,研究

了一种具有波动性模糊的最优消费和投资组合决

策,然后明确地得到了两个基金分离定理,并给出了

一个示例.
考虑到外生市场、契约双方的风险不确定,本文

研究了连续时间情形下的单边有限承诺契约问题,
将Knight不确定考虑到契约模型之中,使得模型更

加贴近于现实的经济金融市场;同时通过对偶方法

及弱与强的对偶定理来求解在Knight不确定环境

委托人值函数的 HJB方程;然后,提出一个消费问

题的例子,对所得结果进行数值模拟和经济学分析.
论文安排如下,节1和节2构建模型的框架,建

立G-HJB方程,并利用对偶方法求得G-HJB方程

的解析解,节3提出了一个实例,节4进行数值分析

并给出经济学解释,节5为本文结论.

1 基本框架与模型建立

考虑一个连续时间有限承诺的规范契约模型.
在一个次线性期望空间(Ω,H,{Ht}t≥0,E

︿)上定义一

个一维G 布朗运动Bt~N(0,[σ2,σ2]t),0<σ<
σ<∞.信息流{Ht}t≥0 是由G 布朗运动生成的,H0
是平凡的,非线性期望及有关的概念参见文献[20].
本文以下所有过程都定义在上述次线性期望空间

上.为了便于说明,本文将契约双方作为委托人

(principal)和代理人(agent).委托人是风险中性且

模糊厌恶(ambiguityaversion)的,以r>0的利率

贴现未来现金流.代理人是风险厌恶且模糊厌恶的,
并且代理人的禀赋(委托人项目收入过程)Y=
{Yt}t≥0满足随机微分方程:

dYt=μ(Yt)dt+σ(Yt)dBt,Y0=y,
其中代理人的努力水平μ:RR +→RR,收入过程的波

动率σ:RR+→RR+.
假设1.1 (i)对于每一个y,都有唯一的伊藤

过程{Yt}t≥0 满足上面的随机微分方程.

(ii)对 于 r>0,期 望 E
︿∫

∞

0
e-rtYtdt  是 有

限的.
消费计划C={Ct}t≥0 是一个非负的过程,因此

其现值是有限的,即

E
︿∫

∞

0
e-rtCtdt  < ∞ (1)

模糊厌 恶 的 代 理 人 从 消 费 计 划 C 中 获 得 稳 健

(robust)效用:

Ua
0(C)≡-E

︿
-∫

∞

0
e-ρtu(Ct)dt  ,

其中,ρ>0是主观折现率,u:RR +→RR.代理人的延

续效用在时间t时为

Ua
t(C)≡-E

︿
t -∫

∞

t
e-ρ(s-t)u(Cs)ds  ,

这里-E
︿
t[-·]= -E

︿[-·|Ht]为条件期望.假
定效用函数u 满足:

假设1.2 u'>0,u″<0,lim
c↓0

u'(c)=∞,并

且lim
c↑∞

u'(c)=0.

上述假设表明,存在一个严格递减和连续可微

的反函数I:RR ++→RR ++,对于 x>0,I(x)=
(u')-1(x),其中RR ++:=RR +\{0}.定义I(0)=
lim
x↓0

I(x)=∞和I(∞)=lim
x↑∞

I(x)=0.

设代理人无法进入金融市场,为了保证自己不

受收入风险的影响,她与模糊厌恶委托人签订了一

份契约.代理人将她的禀赋Y 给委托人,委托人将

返还消费C 给代理人.委托人可以自由进入金融市

场并获得效用

UP(y,C)≡-E
︿

-∫
∞

0
e-rt(Yt-Ct)dt    .

  注意,本文允许ρ≠r,因为当本文把委托人解

释为金融中介时,它的贴现率r是利率.在一般均衡

模型中,由内生决定的利率通常低于代理人的主观
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贴现率ρ.
模型的关键假设是代理人的承诺有限.代理人

可以在契约签订后的任何时间违约,并且可以获得

一个外部价值.假设外部价值在t时刻由Ud(Yt)给
出,其中Ud:RR+→RR是一个可测函数.她的外部价

值等于自有价值,所以

Ud(Yt)=-E
︿

-∫
∞

t
e-ρ(s-t)u(Ys)ds  .

为了确保代理人不会违约,强加以下参与约束:

Ua
t(C)≥Ud(Yt),∀t≥0 (2)

  此外,本文还提出以下的初始个人理性约束或

保持承诺约束:

Ua
0(C)=w (3)

式中,w 是对代理人的初始承诺值.如果消费计划

满足式(2)和式(3),则称之为可行消费计划.令

Γ(y,w)表示所有的可行消费计划的集合.根据式

(2),本 文 必 须 在 整 个 分 析 过 程 中 假 定 w≥
Ud(Y0).

本文现在可以将单边有限承诺问题描述如下.
问题1.1(原问题) 委托人的值函数

V(y,w)= sup
C∈Γ(y,w)

UP(y,C) (4)

  解决这个原问题的标准方法是应用动态规划原

理,并将代理人的延续价值作为一个状态变量.令

Wt=Ua
t (C)表 示 这 个 状 态 变 量.设 存 在 一 个

{σW
t }t≥0 使得{Wt}t≥0 满足下面的随机微分方程:

dWt= ρWt-u(Ct)  dt+σW
tdBt (5)

这里,代理人延续价值服从式(5)和参与约束Wt≥
Ud(Yt).

根据文献[21],委托人的值函数V 满足下面G-
HJB方程:

rV(Yt,Wt)=sup
Ct,σ

W
t

[Yt-Ct+Vy(Yt,Wt)μ(Yt)+

σ2(Yt)G(Vyy(Yt,Wt))+
Vw(Yt,Wt)(ρWt-u(Ct))+
(σW

t )2G(Vww(Yt,Wt))+

2G(Vyw(Yt,Wt))σW
tσ(Yt)],

其中,G(a)=
1
2
(a+σ2-a-σ2),而且

2G(Vyw(Yt,Wt))=
Vywσ2,Vyw <0;

Vywσ2,Vyw ≥0. 
  对上述G-HJB方程右式分别优化Ct 和σW

t 后,

G-HJB方程就归结到非线性偏微分方程(PDE).因
为存在参与约束,G-HJB方程很难求得解析解,一

般用数值方法求解.

2 模型求解

在用有限的承诺解决问题之前,提出一个解决

问题的最优准则.现作出如下假设:

假设2.1 积分∫
∞

0
e-ρtu(I(e(ρ-r)t))dt是有限

的.初始承诺值w 满足

lim
ϕ↓0∫

∞

0
e-ρtu(I(e(ρ-r)t/ϕ))dt=

u(0)
ρ

<w <
u(∞)

ρ
=

lim
ϕ↑∞∫

∞

0
e-ρtu(I(e(ρ-r)t/ϕ))dt.

  结合假设2.1和假设1.2,那么存在唯一的与

保持承诺约束(3)最优消费有关的拉格朗日乘子

ϕ* >0,使 得 对 所 有 的 t≥ 0,最 优 消 费 由

C*
t =I(e(ρ-r)t/ϕ*)确定.

例如,如果u(c)=cα/α,0≠α<1,那么

C*
t =ϕ*

1
1-αe

r-ρ
1-αt,

其中,ϕ*= αw(ρ-αr)
1-α





 





1-α
α

.

假设2.1成立当且仅当ρ>αr 和αw>0.在最

优的情况下,模糊厌恶委托人承担所有的不确定性,
并完全为模糊厌恶代理人保险.特别地,如果ρ=r,
那么代理人的最优消费计划是确定的.如果r>
(<)ρ,那么代理人比委托人有更多(更少)的耐心,
所以代理人的最优消费随时间而增加(减少).

首先,写出连续时间的拉格朗日函数

L=-E
︿[-(∫

∞

0
e-rt(Yt-Ct)dt+      

ϕ(∫
∞

0
e-ρtu(Ct)dt-w)+

∫
∞

0
e-rtλt(∫

∞

t
e-ρ(s-t)u(Cs)ds-Ud(Yt))dt)],

其中,e-rtλt≥0是在任意t≥0时刻与参与约束(2)
相关的拉格朗日乘子,ϕ>0是与保持承诺约束(3)
相关的拉格朗日乘子.由于提高代理人的承诺约束

值会增加代理人消费和减少委托人的价值,所以必

须ϕ>0.用分部积分法,可以计算得

∫
∞

0
e-rtλt∫

∞

t
e-ρ(s-t)u(Cs)ds  dt=

∫
∞

0∫
t

0
e(ρ-r)sλsds  e-ρtu(Ct)dt.

  将这个方程带入拉格朗日函数,有
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L=-E
︿[-(∫

∞

0
e-rt(Yt-Ct)dt+

(∫
∞

0
e-rtλtUd(Yt)dt)-

∫
∞

0
(∫

t

0
e(ρ-r)sλsds+ϕ)e-ρtu(Ct)dt)]-ϕw.

  现定义共态(costate)过程 X 为拉格朗日乘数

的累积量,

Xt=∫
t

0
e(ρ-r)sλsds+ϕ,t≥0.

这个过程是连续递增的,并且满足

dXt=e(ρ-r)tλtdt.
运用这个过程,拉格朗日函数变为

L=-E
︿[-(∫

∞

0
e-rtYtdt-∫

∞

0
e-ρtUd(Yt)dXt+

∫
∞

0
e-rt(Xte-(ρ-r)tu(Ct)-Ct)dt)]-X0w (6)

  为了得到对偶问题,首先选择消费来最大化L.
定义效用函数u 的对偶函数u 为

u(z)=max
c>0
{zu(c)-c},z>0.

因为u 是严格凹的,所以解为c*=I(1/z).其中

I(1/z)在z上是严格递增的,u(z)在z上是严格凸

的.对式(6)关于Ct 最大化得到

L(X)=-E
︿[-(∫

∞

0
e-rt Yt+u(Xte-(ρ-r)t)  dt-

∫
∞

0
e-ρtUd(Yt)dXt)]-X0w.

然后,选择过程X 来最小化L(X).
问题2.1(对偶问题)

inf
X∈I

L(X) (7)

式中,I是所有从正初值开始左极右连递增过程 X
的集合,并且

E
︿∫

∞

0
e-ρt|Ud(Yt)|dXt  < ∞ (8)

E
︿∫

∞

0
e-rt|u(Xte-(ρ-r)t)|dXt  < ∞ (9)

可积条件(8)和(9)确保了L(X)是有限的.
将问题2.1分成两个子问题.定义

L(y,x,X)=              

-E
︿[-(∫

∞

0
e-rt(Yt+u(Xte-(ρ-r)t))dt-

∫
∞

0
e-ρtUd(Yt)dXt)],

其中,期望的条件是X0=x 和Y0=y.定义对偶值

函数为

V(y,x)≡ inf
X∈I(x)

L(y,x,X),x>0 (10)

于是对偶问题(7)转化为下列问题:

inf
x>0
(V(y,x)-xw) (11)

  容易得到性质:V(y,x)在x 上是凸函数.证明

类似于文献[12].现在,研究原问题和对偶问题之间

的关系.
定理2.1(弱对偶性) 对于每一个可执行的消

费计划C∈Γ(y,w),任意的x>0和X∈L(x),下
列不等式成立:

UP(y,C)≤L(y,x,X)-xw (12)
式(12)等号成立当且仅当对于所有的t≥0,有

Xte(r-ρ)tu'(Ct)-1=0 (13)

∫
t

0
e-ρs Us

a(C)-Ud(Ys)  dXs =0 (14)

  这个定理表明了对偶问题里的目标函数L(y,

x,X)-xw 为原问题里的目标函数UP(y,C)提供

了一个上界.一个直接的推论是原问题的值函数弱

于对偶问题的值函数:

V(y,w)≤inf
x>0
(V(y,x)-xw) (15)

这个结果称为弱对偶性.
式(13)和(14)给出式(12)中等号成立的条件,

这个条件类似于离散时间模型中的库恩-塔克条件.
特别地,式(13)是消费的一阶条件,式(14)是连续时

间情 形 下 最 优 的 互 补 松 弛 条 件.式 (15)与

Skorokhod问题有 关,表 明 Xt 只 有 在 参 与 约 束

Ua
t(C)≥Ud(Yt)生效时才递增.

下面的定理证明了对偶问题的解就是原问题的

解,因此式(13)和式(15)的等号成立.
定理2.2(强对偶性) 假设X*∈I是对偶问

题(7)的解.令C*
t ≡I(e(ρ-r)t/X*

t ),t>0.如果C*

满足式(11),并且存在δ>0对于 Xδ=X*+δ 和

X±δ=X*(1±δ)满足式(9),那么C*就是原问题式

(4)的解.另外,

V(y,w)=inf
x>0
(V(y,x)-xw).

  证明 首先,证明定义的C*满足参与约束(2)
和承诺约束(3).定义当ε∈(0,δ),Xε≡X*+ε.对
偶函数u(·)的凸性表明

e(r-ρ)tu(C*
t )≤

u(Xε
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
ε ≤

u(Xδ
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
δ .
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由 假 设,有 E
︿∫

∞

0
e-rt|u(Xδ

te(r-ρ)t|dt)  < ∞ .

进而,

E
︿∫

∞

0
e-ρt|u(C*

t )|dt  ≤
E
︿∫

∞

0
e-rt|X*

te(r-ρ)tu(C*
t )|

X*
0

dt



 




 ≤

E
︿∫

∞

0
e-ρt|X*

te(r-ρ)t|+C*
t

X*
0

dt



 




 < ∞.

所以E
︿∫

∞

0
e-ρt|u(Xε

te(r-ρ)t|dt)  < ∞.因此,有

Xε∈I(X*+ε)和L(Xε)≥L(X*).这意味着

lim
ε↓0

L(Xε)-L(X*)
ε ≥0,

等价的有

lim
ε↓0

-E
︿

-∫
∞

0
e-rtu(X

ε
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
ε dt




 




 -w ≥0.

容易知道,

lim
ε↓0

-E
︿

-∫
∞

0
e-rtu(X

ε
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
ε dt




 




 =

-E
︿

-∫
∞

0
e-rtlim

ε↓0

u(Xε
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
ε dt




 




 =-E

︿
-∫

∞

0
e-ρtu(C*

t )dt  .

于是

Ua
0(C*)=-E

︿
-∫

∞

0
e-ρtu(C*

tdt)  ≥w (16)

  对于ε>0,t>0,其中1表示示性函数,定义

Xε(ω,s)=X*(ω,s)+ε1A×[t,∞)(Ω,s).同理可得

Xε∈I(X*
0 ).根据L(Xε)≥L(X*),得到

lim
ε↓0

L(Xε)-L(X*)
ε ≥0.

通过类似的论证,可得

-E
︿
t -∫

∞

t
e-ρ(s-t)u(C*

s )ds  ≥Ud(Yt).

上式乘以e-ρt,且关于X 积分并取下期望,可以得

-E
︿[-∫

∞

0
e-ρtUa

t(C*)dXt]≥

-E
︿[-∫

∞

0
e-ρtUd(Yt)dXt) (17)

  其次,我们需要表明不等式(16)和(17)等号必然

成立.为此,在ε∈(-δ,δ)上考虑Xε=X*(1+ε).
对偶函数u(·)的凸性表明

u(Xt
-δe(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
-δ ≤

u(Xε
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
ε ≤

u(Xδ
te(r-ρ)t)-u(X*

te(r-ρ)t)
δ .

这意味着Xε∈I(X*
0(1+ε)).根据L(Xε)≥L(X*),

可以得到

lim
ε↓0

L(Xε)-L(X*)
ε ≥0,

lim
ε↑0

L(Xε)-L(X*)
ε ≤0.

于是

lim
ε→0

L(Xε)-L(X*)
ε =-E

︿[-(∫
∞

0
e-ρtX*

tu(C*
t )dt-

∫
∞

0
e-ρtUd(Yt)dX*

t ))-X*
0w

应该是非负的和非正的.因此,

-E
︿[-(∫

∞

0
e-ρtX*

tu(C*
t )dt-    

∫
∞

0
e-ρtUd(Yt)dX*

t )]-X*
0w=0.

注意到

-E
︿[-(∫

∞

0
e-ρtX*

tu(C*
t )dt-    

∫
∞

0
e-ρtUa

t(C*)dX*
t )]=X*

0Ua
0(C*),

于是可推得

X*
0 (Ua

0(C*)-w)-            

E
︿[-(∫

∞

0
e-ρt(Ua

t(C*)-Ud(Yt))dX*
t )]=0.

因此,当X*
0 >0时,不等式(16)和(17)等号必然

成立.
最后,我们表明C*在原问题中是最优消费.事

实上,由式(12)容易知道

UP(y,C*)≤ sup
C ∈Γ(y,w)

UP(y,C)≤
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inf
X ∈I(x),x>0

L(y,x,X)-xw ≤

L(y,x*,X*)-x*w.
C*和X*满足式(13)和(14),根据定理2.1,上式中

的所有不等号都必须具有等式,因此C* 实际上是

原问题的最优解.另外,可知

V(y,w)=inf
x>0

V(y,x)-xw.

定理证毕.
定理2.2表明,在解对偶问题后,原始问题的最

优消费可以被函数I(e(ρ-r)t/X*
t )完全刻画.通过前

面的分析,这个函数是随着e(r-ρ)t/X*
t 严格递增

的.由式(13)可知,e(r-ρ)t/X*
t 是委托人和代理人的

边际效用比值.本文可以将e(r-ρ)t/X*
t 解释为委托

人和代理人的“临时相对帕累托权重”.
将委托人和代理人的边际效用比值作为状态变

量.这一比值相当于贴现率调整的协态变量Zt≡
e(r-ρ)t/X*

t ,其满足动力学方程

dZt=Zt/XtdXt-(r-ρ)Ztdt,X0=Z0=z>0
(18)

  根据式(18),将式(10)重写为

J(y,z)≡ inf
X∈I(x)

-E
︿[-(∫

∞

0
e-rt(Yt+

u(Xte(r-ρ)t))dt-∫
∞

0
e-ρtUd(Yt)dXt)] (19)

  不难发现式(19)本质上是控制理论中一个奇异

控制或瞬时控制问题,其中 X 是控制过程,Y 和Z

是状态过程.注意,J 和V 的关系为

J(Y0,Z0)=V(Y0,X0).
类似文献[21,Theorem3.10]在 Knight不确定环

境下的G-HJB方程讨论,关于J 的 HJB方程表示

成变分不等式的形式,有

min{y+μ(z)+AJ(y,z),Jz(y,z)-Ud(y)}=
0,(y,z)∈RR+×RR++ (20)

式中,

AJ(y,z)=(r-ρ)zJz(y,z)+Jy(y,z)μ(y)+

σ2(y)G(Jyy(y,z))-rJ(y,z).
  变分不等式(20)把状态过程分成两个区域:

Ω1={(y,z)∈RR+×RR++:Jz(y,z)=Ud(y)},

Ω2={(y,z)∈RR+×RR++:Jz(y,z)>Ud(y)}.
由于J(y,z)关于z是凸的,自由边界z=φ(y)由

φ(y)=inf{z'>0:Jz(y,z')>Ud(y)}
来定义,且自由边界分离了区域Ω1 和Ω2.如果初始

(Y0,Z0)∈Ω1,那么X 就会立刻上升,因此Z 能到

达自由边界.另一方面,如果(y,z)∈Ω2,那么

y+u(z)+AJ(y,z)=0,
并且X 必须保持恒定.本文分别称Ω1 和Ω2 为跳

区域和无跳区域.如果(Y0,Z0)从无跳区域内部开

始,那么X 就会变成调节Z 的过程,使得(Yt,Zt)保
持在无跳区域内.X 在最优条件下的样本路径确保

仅当(Yt,Zt)到达自由边界才是增加的,(Yt,Zt)到
达自由边界时参与约束生效.

运用动态规划原理[21],可得下列判定定理.
定理2.3(判定定理) 设J(y,z)是式(20)一

个二次连续可微的解,使得对于式(18)中任意的Z
和X∈I(x),

(i)下列随机过程

∫
t

0
e-rsJy(Ys,Zs)σ(Ys)dBs,t≥0 (21)

是一个G 鞅;
(ii)

lim
t→∞

E
︿
e-rtJ(Yt,Zt)  =0 (22)

进而 假 设 Z*
t ≡e(r-ρ)t/X*

t ,其 中 X* ∈I(x)和
(y,z)∈Ω2,满足

(a)对于所有的t≥0,

Yt+u(Z*
t )+AJ(Yt,Z*

t )=0 (23)

  (b)对于所有的t≥0,

∫
t

0
e-ρs Jz(Ys,Zs

*)-Ud(Ys)  dXs
* =0(24)

那么X*是问题(19)的最优解,并且J 是对应的对

偶值函数.进一步假设在Ω2 内J(y,z)在Z 上是严

格凸的,存在z*>0使得Jz(y,z*)=w,并且定理

2.2条件成立.那么X*
0 =z*是问题(11)的最优解,

原问题的值函数为V(y,w)=J(y,z*)-z*w.最

优消费计划、延续价值和边际效用比值分别为

C*
t =I(1/Z*

t ),W *
t =Jz(Yt,Z*

t ),

Z*
t =-Vw(Yt,W *

t )  (25)

  式(23)是一个线性的 PDE,求解非常简单.
(21)是用鞅方法来验证X* 最优的技术条件.(22)
是无限时域控制问题中的横截条件.(24)表明了当

且仅当Jz(Yt,Z*
t )=Ud(Yt)时,X* 是递增的.联

系到式(14),(24)还可以被解释为参与约束的互补

松弛条件.
式(25)表明,最优消费计划可以由Z*

t 完全刻

画,根据包络定理,委托人和代理人的边际效用比值

等于给定收入水平的帕累托边际的负斜率.该式同

时也表明代理人的延续价值等于对偶值函数对边际
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效用比值Z*
t 的偏导数.因此,最优消费计划可以表

示委托人的收入水平Yt 和代理人的延续价值W *
t

的函数.

3 一个特殊情形

代理人在考虑参与约束(2)的情形下,又必须承

担收入的不确定性,在下面的例子中,为了获得问题

(23)的闭型解,假设代理人的禀赋Y 遵循G 布朗运

动的随机微分方程

dYt=μYt+σYtdBt,Y0=y>0,
其中,σ>0.假定

r>μ+σ2σ2/2,Bt ~N(0,[σ2,σ2]t),0<σ<σ.
这个假设满足判定定理2.2中条件(21).

令u(c)=cα/α,0≠α<1.对数效用的情形下,

α=0.假设ρ>αr,那么最优分配存在.假设代理

人的外部价值是无风险分担的,即

Ud(y)=-E
︿

-∫
∞

0
e-ρtu(Yt)dt|Y0=y  =kyα,

其中,

k≡
1

α(ρ-αμ-α(α-1)σ2σ2/2)
,

且ρ>αμ+α(α-1)σ2σ2/2来确保有限的风险厌恶

值.易知

u(z)=
1-α
α z

1
1-α,z>0,

且最优消费计划是c*=z
1
1-α.注意到J 关于y 是凸

函数,在无跳区域内,式(23)变为

rJ(y,z)=y+
1-α
α z

1
1-α +(r-ρ)zJz(y,z)+

Jy(y,z)μy+
σ2σ2

2y2Jyy(y,z).

这是一个线性的 PDE.给出两个自由边界条件,

Jz(y,z)=Ud(y)和Jzz(y,z)=0,得出通解

J(y,z)=
y

r-μ
+
(1-α)2
(ρ-αr)αz

1
1-α +Az

1-β
1-αyβ

(26)
其中,A 是一个待定常数,β是下列特征方程的正根

(可以表明β>1):

r=(r-ρ)
1-β
1-α+μβ+

σ2σ2

2β(β-1).

  我们须排除与负根相对应的特解,因为这个解

使得在y↓0时,J(y,z)收敛到无穷.但是J(y,z)
应该收敛到有限的最优值,因为风险厌恶值非常小,
所以当y↓0时,参与约束将不起作用.从式(26)和

上述两个自由边界条件,可以推导出

1-α
(ρ-αr)αz

α
1-α +A

1-β
1-αz

α-β
1-αyβ =kyα,

1
ρ-αrz

α
1-α-1+A

1-β
1-α

α-β
1-αz

α-β
1-α-1yβ =0












(27)

  将第二个方程代入第一个方程,可以推导出自

由边界z=by1-α,其中,

b=
α(ρ-αr)(β-α)k

β(1-α)




 






1-α
α

>0.

将自由边界z=by1-α 带入上接触条件Jzz(y,z)=
0或者式(27),可以推出

A=-
(1-α)2b

β
1-α

(1-β)(α-β)(ρ-αr)<0.

4 数值模拟与经济学解释

本节将节3的例子结果进行数值模拟分析.固
定模型中某些参数值,观察变动量对自由边界以及

原问题中委托人效用所带来的影响程度.现给定模

型中参数值:μ=0.02,σ=0.1,ρ=0.04,r=0.04和

α=-2.利用 MATLAB软件,可以对式(26)进行

数值模拟,结果如图1~5所示.

图1 在三个不同的σ值下曲线z=φ(y)=by1-α

将状态空间划分成跳区域Ω1

(曲线下方区域)和无跳区域Ω2(曲线上方区域)

Fig.1 z=φ(y)=by(1-α)underthreedifferentσ,thestate

areadividedintothejumpareaΩ1(belowz)

andthenojumpareaΩ2(abovez)

在图1中,曲线z=by1-α 将状态空间划分成跳

区域Ω1 和无跳区域Ω2.当初始承诺值w≥Ud(y)
时,初始状态(y,z)必须位于无跳区域,最优的X*

确保(Yt,Z*
t )不会离开无跳区域.随着Y 的增大,z

也会相应增大,从而确保(Yt,Z*
t )在无跳区域内.随
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着Knight不确定度σ 的增大,φ(y)的趋势逐渐趋

于平缓,自由边界线的位置越来越接近z=0.
在图2中,标注的三个点是在Knight不确定度

σ=1时,分别对应y=0.9,1.0,1.1三条曲线上代

理人禀赋在z=by1-α 下的对偶值函数J 的值.随着

z的增大,对偶值函数J 的值快速减小.

图2 不同y值下J(y,z)关于z变化的曲线图

Fig.2 J(y,z)withrespecttozunderdifferenty

图3 不同σ值下J(y,z)关于z变化的曲线图

Fig.3 J(y,z)withrespecttozunderdifferentσ

在图3中,标注的三个点是在代理人禀赋y=
0.9时,分别对应 Knight不确定度σ=1,0.6,0.2
在z=by1-α 下的对偶值函数J(y,z)的值.对应不

同σ的值,对偶值函数J(y,z)的变化趋势并不会发

生改变.
在图4中,标注的三个点是在Knight不确定度

σ=1时,分别对应代理人禀赋y=0.9,1.0,1.1时

由wmin(y)=Jz(y,by1-α)=Ud(y)确定的委托人

给代理人初始的承诺值.图中V(y,w)关于w 的曲

线是凹的,而且是快速递减的.当w 很小的时候,委
托人会获利,但是当w 足够大时,由于提高代理人

的初始承诺值会增加代理人消费和减少委托人的价

值,委托人会亏损.

图4 不同y值下V(y,w)关于w 变化的曲线图

Fig.4 V(y,w)withrespecttowunderdifferenty

图5 不同σ值下V(y,w)关于w 变化的曲线图

Fig.5 V(y,w)withrespecttowunderdifferentσ

在图5中,标注的三个点是在代理人禀赋y=
0.9时,分别对应 Knight不确定度σ=1,0.6,0.2
时代理人初始承诺值由wmin(y)=Jz(y,by1-α)=
Ud(y)确定的委托人最大预期效用V(y,w)随 w
的变化趋势.对应不同的 Knight不确定度σ,值函

数V(y,w)的变化趋势并不会发生变化.对应的三

个不确定程度,在初始承诺较小或较大时,委托人效

用承诺 值 都 随 着 Knight不 确 定 度 σ 的 增 大 而

增大.

5 结论

本文提出了一种对偶方法来解决 Knight不确

定情形下连续时间的最优契约设计问题.以实现委

托人效用最大化为目标设计契约,建立禀赋、消费以

及效用的模型.并应用弱和强对偶性定理,给出了对

偶问题的动态规划描述,建立了G-HJB方程,并给

出最优策略的刻画,在给定委托人对代理人的最优

初始承诺值并且满足代理人参与约束条件下得到了
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最优消费计划,进而实现最优契约设计.本文还提供

了一个消费问题例子的解决方案,并进行了数值分

析,结论表明若代理人禀赋一定,当委托人对代理人

初始承诺值很小的时候,委托人会获利,但是当委托

人对代理人初始承诺值足够大时,由于提高代理人

的初始承诺值会增加代理人消费和减少委托人的价

值,委托人会亏损,并且Knight不确定性不会影响

委托人效用的整体变化趋势.本文是基于代理人单

边有限承诺约束下的最优契约设计问题,而对于考

虑委托人和代理人双边有限承诺约束,Knight不确

定下最优契约设计问题有待进一步研究.
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