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摘要:最小存储再生码的每个节点具有最小的数据存储,因而是最大距离可分码,这样其节点数的

上界为2b ,其中b是存储在每个节点中的数据的比特数.从理论和实践的角度来看,我们很自然地

会去考虑这样的再生码:其具有接近最小的数据存储并且节点数不受此界的限制.针对这一问题,

Jin等用代数几何码构造再生码,推广了 Wotters和Guruswami的Reed-Solomon修复算法.本文

在此基础上进行了扩展,给出了多节点修复的代数几何再生码.这推广和改进了最近一些关于再生

码的结果,例如多失效节点的Reed-Solomon码和scalarMDS码.
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0 引言

在分布式存储系统中,一个大文件被编码并分

布存储在多个节点.当有少数节点失效时,我们希望

可以利用剩余的存活节点有效地来重构这些失效节

点.在通信过程中,精确修复最具实践意义,精确修

复是指能精确地修复失效节点.在传统方案中我们

利用最大距离可分(maximum-distance-separable,

MDS)码来解决精确修复问题,例如Reed-Solomon
码,但是利用 Reed-Solomon码去解决精确修复问

题并不理想[3].最小存储再生码[1]改进了这一问题,
文献[2]给出了这方面很好的综述.最近,Wotters
和Guruswami[3]构造出一种Reed-Solomon码的线

性精确修复方案,其带宽小于用传统Reed-Solomon
码修复方案的带宽.

在文献[3]的修复方案中,码长受到字符集的限

制,Jin等[10]利用代数几何码的修复方案解决了这

一问题.但是他们仅研究修复单个失效节点.事实上

在通信 过 程 中 时 常 会 出 现 多 个 节 点 失 效[4-5,12].
Mardia等[12]通过对文献[3]的修复方案进行推广,
给出了多重修复的scalarMDS码的线性修复方案.
但是码长受字符集限制这一问题仍未得到解决.受
文献[12]的启发,我们对文献[10]的单节点的代数

几何修复码进行扩展,得到多节点修复的代数几何

码.特别的,文中的代数函数域为有理函数域时,其
结果推广了文献[4-5,12]的结果.

本文专注于中心模型(centralizedmodel)下的

多重修复.在这个模型中,修复中心负责对所有的节

点进行修复.将这个修复中心下载的信息比特数用

来计为带宽,而不考虑中心与任何替换节点之间的

信息交流.此外,本文中的修复也是指精确修复.

1 准备工作

本节介绍一些将要用到的记号及定义.
1.1 一些记号

记 [n]为整数集合 {1,2,…,n}.对于向量ν,

ω∈FFn
p,用 <ν,ω>=∑

i∈[n]
νiωi 表示标准内积.

向量和矩阵记号:把FFp 上的向量v的第i个分

量记作vi ,vT 表示为向量v 的转置.对于向量ν∈
FFn

q 和集合 [n]⊇I={i1,i2,…,ir:i1<i2< … <
in},记向量vI=(νi1

,νi2
,…,νir

).对于矩阵M ,用

M[:,i](M[i,:])表示矩阵M 的第i列(行).

有限 域 记 号:本 文 FFq 为 偶 特 征 的 有 限 域.
FFq/FFp 是域的扩张且扩张次数 [FFq:FFp]=t.令
{ζ1,ζ2,…,ζt}是FFq 在FFp 上的一组基.对于任意的

α∈FFq,记α在FFp 上的trace函数TrFFq/FFp
(α)为

TrFFq/FFp
(α)=α+αq +…+αqt-1,

简记为Tr(α).
对于FFq 的子集 {β1,β2,…,βv},把由 {β1,β2,

…,βv}生成的FFp 向量空间记作SpanFFp
{β1,β2,…,

βv}.令V 是FFq 的一个FFp 线性子空间.定义一个p
线性化多项式LV(x):=∏

α∈V

(x-α).则LV(x)通

过β LV(x)给出了一个FFq 到FFp 的FFp 映射.显

然,LV(x)的核就是V ,因此象Im(LV)为FFp 上的

一个维数为logpq-dimFFp
(V)的线性空间.

以下两节中的名词及记号均来自于文献[9].
1.2 代数函数域背景

对于域K ,F 为K 的扩域,若x ∈F 为K 上

的超越元,且 F 是 K(x)的有限代数扩张,则称

F/K 为K 上的代数函数域.简称F/K 为函数域.
令F 为FFq 上亏格为g的代数函数域.这里考虑

FFq 为F 的满常域(fullconstantfield),即Fq 在F 中

的代数闭域为FFq.O为函数域 F/FFq 的赋值环

(valuationring),位P(place)为对应赋值环OP 的

唯一极大理想,因此OP/P 为域.我们通过嵌入映射

将K 看作OP\P 的子域,并记位P 的次数deg(P)

=[OP/P:K].记vP 为F 中关于位P 的离散赋值

映射,并 规 定 F 中 次 数 为1 的 位 P 为 有 理 位

(rationalplace).F 中所有位的集合记为PPF .F 中

的除子(divisor)G=∑
P∈PPF

mPP (仅有有限个非零系

数mP ),并定义:G 的次数

deg(G)=∑
P∈PPF

mPdeg(P),

G 的支撑集supp(G)={P∈PPF:mP ≠0}.对任意

非零函数f 我们定义f 的主除子(principaldivisor)

为 (f):=∑
P∈PPF

vP(f)P ,其次数为零.

记F 的微分集合为ΩF .F 的所有微分构成F
上一维向量空间.也就是说如果t∈F 满足dt≠0,
则有ΩF =Fdt,deg(dt)=2g-2.因此,对于f∈
F\{0}和 非 零 元 fdt 有 deg(fdt)=deg(f)+
deg(dt)=2g-2.对于f ∈F\{0},我们称除子

(fdt)为F 的标准除子(canonicaldivisor),次数为

2g-2.
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对于 一 个 除 子 G ,我 们 可 以 定 义 如 下 两 种

空间:

L(G)={f∈F\{0}:(f)+G ≥0}∪ {0},

Ω(G)={ω∈ΩF\{0}:(Ω)≥G}∪ {0}.
L(G)和Ω(G)都是FFq 上有限维空间,并分别记

L(G)和Ω(G)的维数为l(G)和i(G).令K 为标

准除子,有i(G)=l(K-G).则Rieman-Roch定理

可改写为

l(G)=deg(G)-g+1+i(G)=
deg(G)-g+1+l(K -G).

相应的有l(G)≥deg(G)-g+1.并且当deg(G)>
2g-2时,l(G)=deg(G)-g+1.
1.3 代数几何码

令F/FFq 为代数函数域.假设F 有n 个有理位

{P1,P2,…,Pn},记P={P1,…,Pn}.G 为F 中

除子并满足supp(G)∩P=Ø .考虑由Goppa定义

的代数几何码CL(G,P):
{(f(P1),f(P2),…,f(Pn)):f∈L(G)}.

则称码CL(G,P)为函数代数几何码.
下面定义另一种码CΩ(G,P):
{(resP1

(ω),resP1
(ω),…,resPn

(ω)):

ω∈Ω(G-∑
n

i=1
Pi)},

其中,resP(ω)表示ω 在Pi 处的留数.我们称码

CΩ(G,P)为微分代数几何码,并有 CΩ(G,P)是

CL(G,P)的 欧 几 里 德 对 偶 码[7].相 应 的 有 以 下

结论:
命题1.1 CL(G,P)的对偶码为CΩ(G,P).

进一步的有

①码CL(G,P)的维数

k=l(G)-l(G-∑
n

i=1
Pi),

且码CΩ(G,P)的维数k⊥=i(G-∑
n

i=1
Pi)-i(G).

②如果deg(G)<n,则k=l(G)≥deg(G)-
g+1.

③如果deg(G)>2g-2,则

k⊥=i(G-∑
n

i=1
Pi)≥n-deg(G)+g-1.

  ④如果2g-2<deg(G)<n.则k=deg(G)-
g+1且k⊥=n-deg(G)+g-1.
1.4 代数几何码的对偶码

由节1.3我们知道码 CL(G,P)的对偶码为

CΩ(G,P).本小节将找出码CΩ(G,P)中码字在某

些特殊位置有零或非零的分量.
命题1.2 令G 是亏格为g 的函数域F/FFq 的

一个除子,满足deg(G)<d 且supp(G)∩P=Ø .
对任意I⊆[n]:|I|=r和S⊆ [n]\I:|S|=d.
则存在码字 (resP1(ω),…,resPn

(ω))∈CΩ(G,P),
对于所有的i∈I 有resPi ≠0,对于所有的 j∈
[n]\(S∪I)有resPj

(ω)=0.
证明 因为

i(G-∑
l∈S

Pl)=|S|-deg(G)+2g-2+1=

d-deg(G)+g-1.
且

i(G-∑
l∈S

Pl-∑
i∈I

Pi)=         

|S|+|I|-deg(G)+2g-2-g+1=
d-deg(G)+r+g-1.

则存在微分

ω∈Ω(G-∑
l∈S

Pl -∑
i∈I

Pi)\Ω(G-∑
l∈S

Pl).

因而对i∈I 有resPi
(ω)≠0,对j∈ [n]\(S ∪

I),resPj
(ω)=0.易知

(resP1
(ω),…,resPn

(ω))∈CΩ(G,P).
1.5 再生码

定义1.1 一个局部参数为m、带宽为B 的k维

子空间C⊆FFn
q 是一个修复r个节点的q元 (n,k,d)

再生码,如果

①若c=(c1,c2,…,cn)∈C ,对于每一个子集

合I⊆[n]:|I|≤r和任意的子集合J⊆[n]\I:

|J|=m ,cI 可以用cJ 来修复.
②对任意的I⊆ [n]:|I|≤r和任意的S⊆

[n]\I:|S|=d,可以通过从cS 下载至多B 比特

数来决定cI .
注1.1 ①自然的,我们有r≤n-d.
②这里定义的局部参数m=|J|与局部修复码

(localityrepairablecode)中定义的略有不同,这里

的集合J 具有任意性.

2 多节点修复的代数几何码

在本节,我们将给出多节点修复的代数几何码

的构造.在节1.3考虑除子G=(m-1)P∞ ,相应的

代数几何码CL((m -1)P∞,P)(通常称其为一点

代数几何码(onepointalgebraicgeometrycode)),
令Z={ζ1,ζ2,…,ζt}是FFq 在FFp 上的一组基,V 为
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FFp 上l维的FFp 子空间,并考虑节1.2中定义的FFp

线性映射LV(x)=∏
α∈V

(x-α).

为了将文献[10]中的单节点修复的代数几何码

推广 至 多 节 点,关 键 是 要 找 到 一 个 合 适 的 函 数

h(a,u).令F/FFq 为FFq 上的函数域.对于I⊆ [n]:

|I|=r,u∈ [t],a∈ [r],定义

h(a,u)=
LV(ζu·∏

i∈I
hi·ha-1)

∏
i∈I

hi

(1)

式中,hi ∈ L((g +1)P∞ -Pi),i∈I;h ∈
L((g+1)P∞),并且对i,j∈I,i≠j满足h(Pi)≠
h(Pj).现在作矩阵:

MI =

h(1,1)(P1) … h(1,t)(P1) … h(r,1)(P1) … h(r,t)(P1)

h(1,1)(P2) … h(1,t)(P2) … h(r,1)(P2) … h(r,t)(P2)
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙

h(1,1)(Pr) … h(1,t)(Pr) … h(r,1)(Pr) … h(r,t)(Pr)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

  对于矩阵MI ,我们有如下的两个引理.
引理2.1 令F/FFq 是亏格为g 的代数函数

域.F 有n+1个有理位 P∞,P1,…,Pn .记集合

P={P1,P2,…,Pn},h(a,u)和Z 的定义如上.则矩

阵MI 是FFp 上的一个满秩矩阵,其意义是:对任意

0≠\x→ ∈FFrt
p 有MI·x→ T ≠0,这里0表示零矩阵.

证明 对于i∈I,hi∈L((g+1)P∞ -Pi)
是一个非零函数 (这是合理的,因为l((g+1)P∞-
Pi)≥ g -g +1=1).则 非 零 函 数 h(a,u) ∈
L(RP∞),这里R=(g+1)(2r-1)(pl-1).则有

h(a,u)(Pi)=
LV(ζu·∏

j∈I
hj·ha-1)

∏
j∈I

hj

(Pi)=

ζuha-1(Pi).
  为了说明矩阵 MI 是满秩的,需要证明对于任

意的非零向量 x→ ∈FFrt
p,MI·x→ T ≠0.为此,任取

0≠ x→ ∈FFrt
p ,记 x→ =(x(1),x(2),…,x(r)),这里的

x(i)∈FFt
p(i=1,2,…,r),则

<MI[i,:],x→>=∑
r

a=1

<ζ
→
,x(a)>·ha-1(Pi),

这里 ζ
→

=<ζ1,ζ2,…,ζt>∈FFt
q.对于i∈I,令

g(Pi)=<MI[i,:],x→>,则有线性方程组

<ζ
→
,x(1)>+<ζ

→
,x(2)>h(Pi)+…+

<ζ
→
,x(r)>hr-1(Pi)=g(Pi),i∈I (2)

  假设对于所有的i∈I,g(Pi)=0.观察方程

组的系数行列式

1 h(P1) … hr-1(P1)

1 h(P2) … hr-1(P2)
︙ ︙ ⋱ ︙

1 h(Pr) … hr-1(Pr)

,

熟知其是一个Vandermonde行列式.由于对i,j∈
I,i≠j有h(Pi)≠h(Pj),则该行列式不为零.
因此我们知道线性方程组(2)只有零解,即对所有

的a∈[r],有<ζ
→
,x(a)>=0.由于向量 x→ ≠0,存在

a∈ [r]其对应的子向量x(a)≠0,而 {ζi}i∈[t]是

FFq 在FFp 上的一组基,则 <ζ
→
,x(a)>≠0.矛盾! 因而

存在i∈I有g(Pi)≠0.得证.
引理2.2 若FFr

q 到FFrt
p 的映射φ规定为φ(x

→)=

Tr(x→·MI),这里Tr(x→·MI)表示为

φ(x
→)=(Tr(<x→,MI[:,1]>),…,

   Tr(<x→,MI[:,rt]>)),
则φ 为可逆映射.

证明 为了说明φ 为可逆映射,考虑映射ψ:

FFrt
p→FFr

q,规定为ψ(y
→)=MI·y→ ,这里 y→ =(y1,

y2,…,yrt)T ∈FFrt
p .显然ψ 是一个FFp 线性映射.由

引理2.1知MI 为满秩矩阵,对于0≠ y→ ∈FFrt
p,MI·

y→ ≠0,因而ψ为单射.再通过对比维数可知ψ为满

射,所以ψ 为可逆映射.又

<φ(x
→),y→>=∑

j∈[rt]
yj·Tr(<x

→,M[:,j]>)=

Tr ∑
j∈[rt]

yj·<x
→,M[:,j]>  =

Tr(<x→,MI·y→>)=

Tr(<x→,ψ(y
→)>).

因此ψ 为φ 的伴随映射.下面我们来证明φ 为可逆

映射.
令0≠ x→ ∈FFr

q,则存在z→ ∈FFr
q 有Tr(<x→,z→>)≠

0.又ψ为满射,存在某个 y→ ∈FFrt
p ,有φ(y

→)=z→ .又

<φ(x
→),y→>=Tr(<x→,ψ(y

→)>)=Tr(<x→,z→>)≠0.
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因此有φ(x
→)≠0.即知φ 为单射.同样通过维数相

等可知φ 为满射,则φ 为可逆映射.
由引理2.1和引理2.2,我们得到下面的再

生码.
定理2.1 令F/FFq 是亏格为g 的代数函数

域.F 有n+1个有理位 P∞,P1,…,Pn .记集合

P={P1,P2,…,Pn}.如果

2g≤m ≤d-(g+1)(2r-1)(pl -1),
则代数几何码CL((m -1)P∞)是一个局部参数为

m 、带宽B=rglogq+(d-rg)(logq-llogp)的
修复r个节点的q元 (n,m-g,d)再生码.

证明 首先,确定码的维数.由m-1≥2g-1,
从命题1.1得到k=l((m-1)P∞)=m-g.

对于码字c=(f(P1),f(P2),…,f(Pn))∈
CL((m-1)P∞,P),这里f∈L((m-1)P∞).对
于失效节点集I⊆[n],下面要证明如何通过其他存

活节点去决定cI = {f(Pi):i∈I}.令S⊆[n]\I,

|S|=d.同样记R=(g+1)(2r-1)(pl-1).由

命题1.2 知,存 在 码 字 (resP1
(ω),resP2

(ω),…,

resPn
(ω))∈CΩ((R+m-1)P∞,P),对于所有的

i∈I,j∈ [n]\(S∪I)有

resPi
(ω)≠0,resPj

(ω)=0.
  易知 (h(a,u)(P1)f(P1),h(a,u)(P2)f(P2),…,

h(a,u)(Pn)f(Pn))∈CL((R+m-1)P∞,P).由于

CL((R+m-1)P∞,P)是CΩ((R+m-1)P∞,P)
的对偶码,因而有

0=∑
n

i=1
resPi

(ω)h(a,u)(Pi)f(Pi)=

∑
j∈S∪I

resPj
(ω)h(a,u)(Pj)f(Pj),

即

∑
i∈I
resPi

(ω)h(a,u)(Pi)f(Pi)=

-∑
j∈S
resPj

(ω)h(a,u)(Pj)f(Pj).

  因而对于a∈ [r],u∈ [t],有下列等式:

∑
i∈I
Tr(resPi

(ω)h(a,u)(Pi)f(Pi))=     

-∑
j∈S
Tr(resPj

(ω)h(a,u)(Pj)f(Pj))=

-∑
j∈S
Tr(resPj

(ω)f(Pj)·MI[j,(a,u)]).

  为了决定cI={f(Pi):i∈I},对于i∈[n],
令ei=resPi

(ω)f(Pi).考虑映射φ:FFr
q→FFrt

p 定义

为φ(x
→)=Tr(x→·MI).由引理2.1和引理2.2知

矩阵MI 是FFp 上的一个满秩矩阵,φ 为可逆映射.

观察下式中的rt个值

∑
j∈S
Tr(ej·MI[j,(a,u)]),a∈ [r],u∈ [t],

即给出了φ(eI).又φ 为可逆映射,于是决定了

eI ={ei:i∈I},又i∈I,resPi
(ω)≠0,因而得之

cI ={f(Pi):i∈I}.
最后,计算CL((m-1)P∞)的带宽.
对于j∈S,定义

b(I)
j =dimFFpSpan{h(a,u)(Pj):

a=1,2,…,r,u=1,2,…,t}.
令 J ⊆ [r]× [t],|J |=b(I)

j ,规 定 集 合

{h(b,v)(Pj):(b,v)∈J}是Span{h(a,u)(Pj):a=1,

2,…,r,u=1,2,…,t}在FFp 上的张成基.因此从存

储f(Pj)的节点只需下载如下的数据:

Tr(resPj
(ω)h(b,v)f(Pj)),(b,v)∈J (3)

这意味着整个修复过程一共只需下载∑
j∈S

b(I)
j logp

的比 特 数.事 实 上,对 于 a ∈ [r],u ∈ [t],
h(a,u)(Pj)是{h(b,v)(Pj):(b,v)∈J}的一个FFp 线

性组合,即存在FFp 的元素的集合 {λ(b,v)}(b,v)∈J 使得

h(a,u)(Pj)= ∑
(b,v)∈J

λ(b,v)h(b,v)(Pj).于是有

TrresPj
(ω)h(a,u)(Pj)f(Pj)  =      

∑
(b,v)∈J

λ(b,v)TrresPj
(ω)h(b,v)(Pj)f(Pj)  .

因而要计算 TrresPj
(ω)h(a,u)(Pj)f(Pj)  (a ∈

[r],u∈[t]),只需要下载式(3)中的|J|=b(I)
j 个

数据.因此带宽

B= max
I⊆[n],S⊆[n]\I,|I|=r,|S|=d∑j∈Sb

(I)
j logp (4)

  对于CL((m -1)P∞),我们进一步可以给出

显示的带宽B .
令FI =∏

i∈I
hi ,JI={j∈S:FI(Pj)=0}.则

FI ∈L(r(g+1)P∞ -∑
i∈I

Pi -∑
j∈JI

Pj),因此有

(FI)≥-r(g+1)+r+|JI|,即|JI|≤rg.下面

求带宽B .
如果j∉S\JI ,有
SpanFFp

{h(a,u)(Pj):a∈ [r],u∈ [t]}=

SpanFFp
{
LV(ζu·∏

i∈I
hi·ha-1(Pj))

∏
i∈I

hi(Pj)
:

a∈ [r],u∈ [t]}⊆
1

∏
i∈I

hi(Pj)
LV(FFq).
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因而对于j∉S\JI ,

b(I)
j ≤dimFFp

(LV(FFq))=logpq-l.
  如果j∈JI ,则有平凡的界b(I)

j ≤logpq.最后

由(4)可以知道带宽的上界为

∑
j∈S

b(I)
j logp=∑

j∈JI

b(I)
j logp+ ∑

j∈S\JI

b(I)
j logp≤

rglogq+(d-rg)(logq-llogp).
得证.

3 有理函数域上的再生码

如果F=FFq(x)是FFq 上的有理函数域,则相应

的代数几何码就是一个Reed-Solomon码(这里码

长n≤q).令P∞ 是x 唯一极点.
定理3.1 如果m≤d-(2r-1)(pl-1),则

Reed-Solomon码CL((m -1)P∞,P)是一个局部

参数为m 、带宽B=dlogq-dllogp的修复r个节

点的q元 (n,m,d)再生码.
证明 注意到,有理函数域的亏格g=0,因此

定理2.1证明过程中的JI =Ø .对于I ⊆ [n]:

|I|=r和任意集合S ⊆ [n]\I:|S|=d,m ≤
d-(2r-1)pl +r表明函数

h(a,u)∈L(((2r-1)pl -r)P∞).
重复定理2.1的证明过程,可得定理.

注3.1 将文献[4-5]的结果进行对比.选取

n=q,d=n-r,当r=2时定理3.1改进了文献[5]
中的结果,当r=3时定理3.1推广了文献[4]的
结果.

最后,为了对比文献[12]中的结果,我们在有理

函数 域 FFq(x)中 调 整 函 数h(a,u).取h =x ∈
L((g+1)P∞),这是合理的,因 为 (x)+P∞ =
(x)0-(x)∞ +P∞ =(x)0 ≥0.同样对于i∈I,

αi ∈FFq,令hi=x-αi .令FI(x)=∏
i∈I

(x-αi),

则h(a,u)=
LV(ζu·FI(x)·xa-1)

FI(x)
与文献[12,定理

2]的函数P(ζ,p)(X)一致.因此有如下结果:
推论3.1 如果

m ≤n-r-(2r-1)(pl -1).
则Reed-Solomon码CL((m -1)P∞,P)是一个局

部参数为m 、带宽

B ≤ (n-r)t- logp
n-m+r-1
2r-1      logp

的修复r个节点的q元 (n,m,n-r)再生码,这里

logp
n-m+r-1
2r-1  为l的上界.

4 结论

我们在单节点修复代数几何码[10]的基础上,给
出了多节点修复的修复方案,并推广和改进了文献

[4-5,12]中一些关于 Reed-Solomon码以及 MDS
码的结果.本文用有理函数域作为例子,得到一些

好的结果.由于代数函数域的丰富性,若使用非有理

函数域作为工具,如 Hermite函数域,或许会得到

更多的好结果,这留待将来继续研究.
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