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一种完全图上的多阶段传染病模型

符书楠,廖红怡,聂嘉欣

(北京交通大学理学院,北京100044)

摘要:经典接触过程是一种建立在n 个点的完全图Cn 上的相互作用粒子系统模型.这是一个具

有状态空间 {0,1}Cn 的连续时间马尔可夫过程,探究的是图上以一定速率传播的两阶段疾病的存

活情况.然而模型中的粒子可能不止有“健康”和“全感染”两种状态.为此,考虑传播速率为

λ
n
(λ>0)的多阶段传染病模型,研究其在长时间效应下未来趋势的变化.探索λ 的相变临界值

λc(λc>0),使得当λ>λc 时,传染病在指数时间eCn 内以高概率存活;当λ<λc 时,传染病在对数

时间Clnn 内以高概率灭绝.
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Abstract:Theclassicalcontactprocessisaninteractiveparticlesystemmodelbasedonthecompletegraph
Cnofnpoints.Thisisacontinuous-timeMarkovprocesswithstatespace{0,1}Cn ,whichexploresthe
survivaloftwo-stagediseasespreadatacertainrateonthegraph.However,particlesinthemodelmay
havemorethantwostates.Tothisend,amulti-stageinfectiousdiseasemodelwithapropagationrateof
λ
n
(λ>0)wasconsidered,itsfuturetrendsunderlong-termeffectswasstudied.Andthecriticalvalue

λc(λc >0)wasexplored,sothatwhenλ>λc ,theinfectiousdiseasesurviveswithahighprobability
withintheexponentialtimeeCn;whenλ <λc ,theinfectiousdiseaseextinctswithahighprobability
withinthelogarithmictimeClnn.
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0 引言

接触过程是一类非常重要的数学模型,该模型

刻画了图上传染病的传播机制.接触过程于1974
年由Harris在文献[1]中首次引入,Liggett于1985
年及1999在文献[2-3]中系统地介绍了当时接触过

程的部分成果,Krone于1999年在文献[4]中首次

提出了多阶段接触过程,之后Foxall在文献[5]中
解决了文献[3]中关于两状态接触过程的一些猜想,

Xue于2018年在文献[6]中得到了格点上两状态接

触过程临界值的极限定理.以上提及的两状态接触

过程均为经典接触过程,即只有患病与不患病两种

状态,经典接触过程探究的是完全图上以一定速率

传播的疾病的存活情况,而在本文中,我们将把完全

图上的经典接触过程推广为多阶段接触过程进行

研究.

1 模型介绍

在一个完全图Cn ={1,2,…,n}上,每个点代

表一个个体,任意两点间均有一条边相连,代表个体

之间相互联系.每个个体有三种可能的状态,分别为

健康状态、半感染状态、全感染状态.我们假设开始

时刻即t=0时,图上所有点均被完全感染.随着时

间的变化,每个个体的状态均可能发生变化:健康个

体以正比于全感染个体数目的速率被传染为半感染

状态,其比值为
λ
n
;半感染个体和全感染个体分别

以速率1+δ和1变为健康状态,半感染个体以速率

γ 变为全感染状态.需要注意的是,这里速率是指等

待状态改变所需的、服从指数分布的时间的参数,实
际发生的状态改变取决于相互独立的指数等待时间

中哪一个先到来.
在本文中,我们将接触过程位置i处的状态记

为ηt(i)=(μt(i),ζt(i)),i∈Cn ,其中μt(i)为半

感染个体数目,ζt(i)为全感染个体数目.事实上,
此接触过程为连续时间 Markov链,其状态空间为

ηt ∈ {(0,1),(1,0),(0,0)}Cn .具体的速率变化如

下所示:
(0,1)→ (0,0),以速率1转变;
(1,0)→ (0,0),以速率1+δ转变;
(0,1)→ (0,0),以速率γ 转变;

(0,1)→ (0,0),以 速 率
λ
n∑

n

i=1
1{ηt(i)=(0,1)}

转变.
本文的目的是探索在完全图上参数λ的相变临

界值λc .具体而言,此接触过程的未来变化趋势取

决于参数λ的取值,存在λc >0,使得当λ>λc 时,
传染病以指数时间存活;而当λ<λc 时,传染病以

对数时间灭绝.受到Peterson[7]的启发,我们将根据

经典传染病模型的特点进行相应的改进.
在经典传染病模型中,已有成果显示经典情形

的λc =1.关于经典接触过程的详细研究,请参阅文

献[2]的第六章和文献[3]的第一部分.本文将在其

基础上,更为深入地探索多阶段传染病模型未来趋

势的变化.

2 主要结论

定义如下参数:Pn(A)表示在Cn 上事件A 发

生的概率;ηt 为二维向量,表示给定初始状态时在

时刻t的接触过程构型,它的两个分量μt 和ζt 分

别表示此时完全图上处于半感染状态和全感染状态

的个体总数.

定理2.1 记相变临界值为λc =
1+δ+γ

γ
,则

①当λ>λc 时,存在常数C,使得

lim
n→∞

Pn(ηecn ≠ (0,0))=1;

  ②当λ<λc 时,存在常数C,使得

lim
n→∞

Pn(ηClnn =(0,0))=1.

  λ在λc 附近变动时,随着完全图的度数趋于无

穷,疾病呈现出相变现象.当λ>λc 时,疾病以指数

时间高概率存活,当λ<λc 时,疾病以对数时间高

概率灭绝.可以发现,当γ 趋于无穷的时候,半感染

状态瞬间转移成全感染状态,即可近似认为状态空

间只有两种状态.此时临界值趋于1,即lim
γ→∞

λc=1,

因此多阶段传染病模型与经典传染病模型的结论能

够很好地契合.

3 指数时间存活情形证明

本节中,我们将研究λ>λc 时接触过程以指数

时间存活的情形.
引理3.1(Hille-Yosida定理) 设 {Xt}t≥0 是状

态空间为E ={0,1,2,…}的连续时间马氏链,记
{s(t)}t≥0 为 {Xt}t≥0 的算子半群,对于 ∀t>0,定
义E 上的如下函数:

(s(t)f)(x)=Ex(f(Xt)),∀x∈E.
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其中,下标x 表示过程的初始状态,f:E→R.记Ω
为 {Xt}t≥0 的生成元,则有

d
dts
(t)f=Ωs(t)f=s(t)Ωf,∀t>0 (1)

  我 们 记 S(n)(t)= (S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)),其 中

S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)分别表示Cn 上的接触过程在时刻t
时半感染个体(记为(1,0))数目以及全感染个体(记
为(0,1))的数目.根据多阶段传染病模型的定义,其
运行机制如下所示:

(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))→(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)-1),以
速率S(n)

2 (t)转变;
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))→(S(n)

1 (t)-1,S(n)
2 (t)),以

速率 (1+δ)S(n)
1 (t)转变;

(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))→(S(n)
1 (t)-1,S(n)

2 (t)+1),
以速率γS(n)

1 (t)转变;
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))→(S(n)

1 (t)+1,S(n)
2 (t)),以

速率 (n-S(n)
1 (t)-S(n)

2 (t))
λ
nS(n)

2 (t)转变.

根据Hille-Yosida定理,可以得到如下常微分

方程(ODE):

dES(n)
1 (t)
dt =(n-ES(n)

1 (t)-ES(n)
2 (t))·

λ
nES(n)

2 (t)-(1+δ+γ)ES(n)
1 (t),

dES(n)
2 (t)
dt =γES(n)

1 (t)-ES(n)
2 (t).















  上述方程组的不动点将对我们的推导产生影

响,下面令这两个方程左端等于0,求出相应的不动

点,记其为u(n),v(n),同时记
u(n)

n
和

v(n)

n
为S(n)

1 和

S(n)
2 ,可以得到

S(n)
1 =

γλ-(1+δ+γ)
γλ(1+γ)

,

S(n)
2 =

γλ-(1+δ+γ)
λ(1+γ) .












  假设当前时刻t=t0 时,状态为

S(n)
1 (t0)
n =k1S(n)

1 ,
S(n)
2 (t0)
n =k2S(n)

2 .

式中,0<k1,k2<1.则S(n)
i (t0)=nkiS(n)

i ,i=1,2.
为方便叙述,我们记

p+
1 =nk2λ(1-k1S(n)

1 -k2S(n)
2 )S(n)

2 ,

p-
1 =nk1(1+δ)S(n)

1 ,

p+
2 =nk1γS(n)

1 ,p-
2 =nk2S(n)

2 .
则此后该接触过程状态变化速率为

(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))→(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)-1),以
速率p-

2 转变;
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))→(S(n)

1 (t)-1,S(n)
2 (t)),以

速率p-
1 转变;
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))→(S(n)

1 (t)-1,S(n)
2 (t)+1),

以速率p+
2 转变;

(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))→(S(n)
1 (t)+1,S(n)

2 (t)),以
速率p+

1 转变.
在此引入记号:

B(δ1,η1;δ2,η2)=:{(S
(n)
1 (t),S(n)

2 (t))∈Z2:

δinS(n)
i ≤S(n)

i (t)≤ηinS(n)
i ,i=1,2}.

取b1,b2 <1,再取a1,a2,使ai <bi,i=1,2,但

bi-ai → 0,i =1,2.令 (S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))∈
B(a1,b1;a2,b2),0<ai<bi<1,i=1,2.此时我

们 引 入 Cn 上 的 生 灭 过 程 X(n)(t)= (X(n)
1 (t),

X(n)
2 (t)),来完成接触过程以指数时间存活情形的

证明.为方便叙述,记

q+
1 =a2λ(1-b1S(n)

1 -b2S(n)
2 )S(n)

2 ,

q-
1 =b1(1+δ+γ)S(n)

1 ,

q+
2 =a1γS(n)

1 ,q-
2 =a2S(n)

2 .
  令此生灭过程X(n)(t)的运行机制为

(X(n)
1 (t),X(n)

2 (t))→ (X(n)
1 (t)+1,X(n)

2 (t)),
以速率nq+

1 转变;
(X(n)

1 (t),X(n)
2 (t))→ (X(n)

1 (t)-1,X(n)
2 (t)),

以速率nq-
1 转变;

(X(n)
1 (t),X(n)

2 (t))→(X(n)
1 (t)-1,X(n)

2 (t)+1),
以速率nq+

2 转变;
(X(n)

1 (t),X(n)
2 (t))→(X(n)

1 (t)-1,X(n)
2 (t)-1),

以速率nq-
2 转变.

又由0<ai<ki<bi<1,i=1,2,所以经过放

缩可得

p-
1 <nq-

i <nq+
i <p+

i,i=1,2.
  结合上述不等式,利用马氏性耦合可以得到如

下引理:
引理3.2 若接触过程与生灭过程各点初始状

态相同,即完全图上所有个体处于全感染状态,当
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))∈B(a1,b1;a2,b2)时,在耦合的

意义下,上述生灭过程 X(n)(t)的半感染个体数目

与全感染个体数目均始终不大于接触过程S(n)(t)
的半感染个体数目与全感染个体数目,即:

∀t∈ [0,τ],
X(n)
1 (t)≤S(n)

1 (t),

X(n)
2 (t)≤S(n)

2 (t). 
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其中,

τ=inf
t
{(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))∉B(a1,b1;a2,b2)}.

  定理3.1 ∀mi≥0,i=1,2,给定时刻t>0,
若X(n)

i (0)=mi ,其中mi∈ [naiS(n)
i ,nbiS(n)

i ],则
存在常数c0=c0(t)>0,使得P(X(n)

i (t)≤mi)≤
e-c0(t)n .

证明

P(X(n)
1 (t)≤m1)=P(-θX(n)

1 (t)≥-θm1)=

P(e-θX
(n)
1 ≥e-θm1).

利用 Markov不等式,可对上式进行放缩,有

P(e-θX
(n)
1 (t)≥e-θm1)≤eθm1Ee-θX

(n)
1 (t) (2)

  接 下 来,利 用 Hille-Yosida 定 理 求 解

Ee-θX
(n)
1 (t),可列出下列等式:

dEe-θX
(n)
1 (t)

dt =E(nq+
1(e-θ(X

(n)
1 (t)+1)-e-θX

(n)
1 (t)))+

E(nq-
1(e-θ(X

(n)
1 (t)-1)-e-θX

(n)
1 (t))).

令 H(t)=Ee-θX
(n)
1 (t),上式即可转化为

dH(t)
dt =nq+

1H(t)(e-θ -1)+nq-
1H(t)(eθ -1),

再由X(n)
1 (0)=m1,可得

H(t)=et(nq
+
1e

-θ+nq-
1e

θ-nq+
1-nq-

1)e-θm1 (3)

  至此我们得到了 H(t)即Ee-θX
(n)
1 (t)的表达式

(3),将(3)代入(2),便可完成这一步放缩,得到

P(X(n)
1 (t)≤m1)≤ent(q

+
1e

-θ+q-
1e

θ-q+
1-q-

1) (4)

  为方便计,不妨设

G(θ)=n(q+
1e-θ +q-

1eθ -q+
1 -q-

1),

并令
dG(θ)
dθ =0,可得θ=

1
2ln

q+
1

q-
1
,代入式(4)得

G(θ)<0.
记G(θ)=-c01,结合式(4)可得

P(X(n)
1 (t)≤m1)≤e-c01(t)n.

同理,

P(X(n)
2 (t)≤m2)≤e-c02(t)n.

  综上所述,当X(n)
i (0)=mi,i=1,2时,存在常

数c0i >0,使得

P(X(n)
i (t)≤mi)≤e-c0i(t)n,

取c0=min{c01,c02},从而由上式易得

P(X(n)
i (t)≤mi)≤e-c0(t)n.

  下面设定一系列区域:

U(ε,η):={(S
(n)
1 (t),S(n)

2 (t)∈Z2:

S(n)
1 (t)≥nεS(n)

1 或S(n)
2 (t)≥nηS

(n)
2 },

V(ε,η):={(X
(n)
1 (t),X(n)

2 (t)∈Z2:

X(n)
1 (t)≥nεS(n)

1 或X(n)
2 (t)≥nηS

(n)
2 }.

则有如下引理:
引理3.3 ∃τ>0,c'3>0,使得

P((S(n)
1 (t0+τ),S(n)

2 (t0+τ))∈U(k1,k2)|
(S(n)

1 (t),S(n)
2 (t))∈U(k1,k2))≥1-e-c'3.

  证明 首先进行τ的选取,令

L(n)(t)=S(n)
1 (t)+S(n)

2 (t),
易知L(n)(t)每次最多变化1个单位或者不变.设

T 为等待变化所发生的时间,则T 服从参数为c(t)
的指数分布,其中,

c(t)=(1+δ+γ)S(n)
1 (t)+S(n)

2 (t)+

(n-S(n)
1 (t)-S(n)

1 (t))
λ
nS(n)

2 (t).

  由0≤S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)≤n 可得

c(t)≤n+(1+δ+γ)n+n·
λ
n
·n=

(2+δ+γ+λ)n.
  令d=min{k1-a1,b1-k1,k2-a2,b2-k2},
因L(n)(t)最多变化1个单位,则L(n)(t)至少需发

生 nd 次 变 化 才 能 到 达 边 界.从 而 令 τ =
d

2(2+δ+γ+λ)
,记T1(n)为Cn 中粒子逃出限制

区域所需时间,下证在τ 时间内逃离所限制区域为

小概率事件:

P(T1(n)≤τ)≤e-c'3n.
  令R(n)(τ)为数目发生变化的次数,则有

P(T1(n)≤τ)=            
P(R(n)(τ)≥nd)=P(eθR(n)(τ)≥eθnd),

对其应用 Markov不等式进行缩放,即可得到

P(T1(n)≤τ)≤e-θndE(eθR
(n)(τ)) (5)

  下面求解E(eθR
(n)(τ)),为方便计,设 H (n)(t)=

EeθR
(n)(τ),则有

dH (n)(t)
dτ =n(2+δ+γ+λ)·

(Eeθ(R
(n)(τ)+1)-EeθR

(n)(τ))=
n(2+δ+γ+λ)(eθ -1)H (n)(τ),

由初值条件 H (n)(0)=EeθR
(n)(0)=1,则

H (n)(t)=en(2+δ+γ+λ)(eθ-1)τ =e(e
θ-1)

nd
2,

将上式带入式(5),则有

P(T1(n)≤τ)≤e(e
θ-2θ-1)

nd
2 ≤e(1-2ln2)

nd
2 .

  为方便计,定义事件如下:

A(t)={(X(n)
1 (t),X(n)

2 (t))∉V(k1,k2)},

B(t)={(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))∉B(a1,b1;a2,b2)},
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C(t)={(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t))∉U(k1,k2)}.
  则由定理3.1可得:∃c'1>0,使得

P(A(t0+τ))≤e-c'1n,
从而存在c'2>0,使得P(B(t0+τ))≤e-c'2n,结合

上两式知,存在c'3>0,,使得

P(A(t0+τ)∪B(t0+τ))≤
e-c'1n +e-c'2n ≤e-c'3n,

P(A(t0+τ)∩B(t0+τ))≥1-e-c'3n.
  结合引理3.1可得

P(C(t0+τ))≥1-e-c'3n,

P(C(t0+τ)|S(n)
i (t0)=nkiS(n)

i )≥
1-e-c'3n,i=1,2,

P(C(t0+τ)|C(t0))≥1-e-c'3n.
  引理得证.

当n 充分大时,接触过程在 [t0,t0+τ]内以高

概率依旧限制在B(a1,b1;a2,b2)内.记

S(n)[t1,t2]:={(S(n)
1 (t),S(n)

2 (t)):t∈ [t1,t2]},

将以 [t0,t0+ec'3n/2]间隔τ分割为
ec'3n/2

τ
份,即每一

份为

[t0+nτ,t0+(n+1)τ],n=0,1,…,
ec'3n/2

τ -1.

  令S(n)
i (t0+nτ)=nkiS(n)

i ,则可得

lim
n→∞

P(S(n)[t0,t0+ec'3n/2]⊂U(k1,k2))≥

lim
n→∞
(1-

ec'3n/2

τ e-c'3n/2)≥lim
n→∞
(1-

ec'3n/2

τ
)=1(6)

  从而推出,在此情况下,随着完全图的度数趋于

无穷,接触过程在指数时间内高概率存活,即存在某

常数C,使得

lim
n→∞

Pn(ηccn ≠ (0,0))=1.

4 对数时间灭绝情形证明

在本节中,我们利用分支过程证明当λ <λc

时,接触过程将以对数时间Clnn 灭绝.
4.1 分支过程

分支过程是一种描述一组粒子的分裂或灭亡过

程的数学模型.与接触过程不同的是,在每个点上,
分支过程可以存在着多个个体.我们依旧假设其个

体可能的状态为健康、半感染、全感染.
在时刻t=0时,图上所有点均存在一个全感染

个体.随着时间的变化,半感染个体和全感染个体分

别以速率1+δ和1变为健康状态;半感染个体以速

率γ 变为全感染状态;对于任意给定的一个全感染

个体,其在任意一个点上以速率
λ
n

产生一个半感染

个体.
在本文中,我们将分支过程位置i处的状态记

为ξt(i)=(θt(i),ρt(i)),i∈Cn ,其中θt(i)为半

感染个体数目,ρt(i)为全感染个体数目.其速率变

化如下所示:
(θt(i),ρt(i))→ (θt(i)-1,ρt(i)),以速率

(1+δ)θt(i)转变;
(θt(i),ρt(i))→ (θt(i),ρt(i)-1),以速率

ρt(i)转变;
(θt(i),ρt(i))→ (θt(i)+1,ρt(i)),以速率

λ
n∑

n

i=1
ρt(i)转变;

(θt(i),ρt(i))→ (θt(i)-1,ρt(i)+1),以速

率 γθt(i)转变.
4.2 主要证明

引理4.1 若分支过程与接触过程各点初始状

态相同,则在耦合意义下,分支过程的半感染个体数

目θt(i)与全感染个体数目ρt(i)均始终不小于接

触过程的半感染个体数目μt(i)与全感染个体数目

ζt(i),即 ∀t>0,
μt(i)≤θt(i),

ζt(i)≤ρt(i). 
引理4.1的详细证明见附录.
定理4.1 当λ<λc 时,存在某常数C ,使得

lim
n→∞

Pn(ξClnn =(0,0))=1.

  证明 由Hille-Yosida定理,可得

dEθt(i)
dt =λEρt(i)-(1+δ+γ)Eθt(i) (7)

同理,对于 ρt(i),有
dEρt(i)
dt =γEθt(i)-Eρt(i) (8)

  下求Eθt(i)和Eρt(i):

Eθt(i)

Eρt(i)  '=
-(1+δ+γ) λ

γ -1  Eθt(i)

Eρt(i)  ,
设B=

-(1+δ+γ) λ
γ -1  ,A=1+δ+γ,则

B=
-A λ
γ -1  .于是,可求得B 的特征多项式:

λ0E-B =λ20+(A+1)λ0+A-γλ,
令

λ20+(A+1)λ0+A-γλ=0,
可得B 的两个特征根:
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λ1=
-(A+1)+

 Δ
2

,λ2=
-(A+1)-

 Δ
2

,

其中,

Δ=(A-1)2+4γλ,A=1+δ+γ,
由常微分方程知识,可求得

Eρt(i)=c1exp(λ1t)+c2exp(λ2t),
其中,

c1=
 Δ +δ+3γ
2(λ1-λ2)

,c2=
 Δ -δ-3γ
2(λ1-λ2)

,

因

λ<λc =
1+δ+γ

γ
,

易得

λ1 <0,λ2 <0.
则有

c1 >0,c2 ≤0,
于是有

Eρt(i)=c1exp(λ1t)+c2exp(λ2t)≤c1exp(λ1t),

令t=t1=
4lnn

(δ+γ+2)-
 (δ+γ)2+4γλ

,

Eρt(i)≤c1exp(λ1t)=
c1
n2

(9)

对于Eθt(i),因 λ1 >λ2,有

Eθt(i)=
1
γ
(c1exp(λ1t)+c2exp(λ2t)+

c1λ1exp(λ1t)+c2λ2exp(λ2t))<
1
γ
(c1exp(λ1t)+c2λ2exp(λ2t))<

c1+c2λ2
γ exp(λ1t)=

c1+c2λ2
n2γ

(10)

即

Eρt(i)≤
c1
n2
,Eθt(i)<

c1+c2λ2
n2γ

(11)

则利用 Markov不等式,对每个固定点i有

Pn(θt(i)≥1)≤Eθt(i)<
c1
n2
,

Pn(ρt(i)≥1)≤Eρt(i)<
c1+c2λ2

n2γ












(12)

则有

Pn(∪n
i=1ξt(i)> (0,0))≤

∑
n

i=1
Pn(θt(i)≥1)+∑

n

i=1
Pn(ρt(i)≥1)≤

c1
n +

c1+c2λ2
nγ

(13)

即存在C=
4

(δ+γ+2)-
 (δ+γ)2+4γλ

,使得

lim
n→∞

Pn(ξClnn =(0,0))=1.

  定理得证.
因分支过程在长时间内高概率对数时间灭绝,

由引理4.1分支过程的半感染个体数目与全感染个

体数目均始终不小于接触过程的半感染个体数目与

全感染个体数目可知:接触过程也在长时间内高概

率对数时间灭绝,即存在某常数C,使得

lim
n→∞

Pn(ξClnn =(0,0))=1.
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附录
引理4.1证明 首先将接触过程和与分支过程按下述方式进行马氏性耦合,以 {(μt(i),ζt(i)),

(θt(i),ρt(i))}形式表示接触过程与分支过程的耦合,其中第一个分量 (μt(i),ζt(i))表示接触过程半感染

个体数与全感染个体数的向量形式,第二个分量 (θt(i),ρt(i))表示分支过程半感染个体数与全感染个体数

的向量形式.
设 {(μt(i),ζt(i)),(θt(i),ρt(i))}当前状态为 {(i,j),(k,l)},其中i≤k,j≤l.则有以下耦合过程:
{(0,1),(0,1)}→ {(0,0),(0,0)},以速率1;

→ {(0,1),(1,1)},以速率λ∑
i
ρt(i).

{(1,0),(0,0)}→ {(0,1),(0,1)},以速率γ;

→ {(0,0),(0,0)},以速率1+δ;

→ {(1,0),(2,0)},以速率λ∑
i
ρt(i).

{(0,0),(0,1)}→ {(0,0),(0,0)},以速率1;

→ {(0,0),(1,1)},以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ {(1,0),(1,1)},以速率λ∑
i≠j

ζt(j).

{(0,0),(1,0)}→ {(0,0),(0,0)},以速率1+δ;

→ {(0,0),(0,1)},以速率γ;

→ {(0,0),(2,0)},以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ {(1,0),(2,0)},以速率λ∑
i≠j

ζt(j).

{(0,0),(1,1)}→ {(0,0),(0,1)},以速率1+δ;

→ {(0,0),(0,2)},以速率γ;

→ {(0,0),(1,0)},以速率1;

→ {(0,0),(2,1)},以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ {(1,0),(2,1)},以速率λ∑
i≠j

ζt(j).

{(0,1),(1,1)}→ {(0,1),(0,1)},以速率1+δ;

→ {(0,1),(0,2)},以速率γ;

→ {(0,0),(1,0)},以速率1;

→ {(0,1),(2,1)},以速率λ∑
i
ρt(i).

{(1,0),(1,1)}→ {(0,0),(0,1)},以速率1+δ;

→ {(0,1),(0,2)},以速率γ;

→ {(1,0),(0,0)},以速率1;

→ {(1,0),(2,1)},以速率λ∑
i
ρt(i).

{(0,0),(θt(i),ρt(i))}→ 0,0  ,θt(i)+1,ρt(i)    ,以速率 (1+δ)θt(i);

→ 0,0  ,θt(i),ρt(i)+1    ,以速率γθt(i);

→ 1,0  ,θt(i)+1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i
ρt(i);

→ 0,0  ,θt(i)+1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ 0,0  ,θt(i),ρt(i)-1    ,以速率ρt(i).
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0,1  ,θt(i),ρt(i)    → 0,1  ,θt(i)-1,ρt(i)    ,以速率(1+δ)θt(i);

→ 0,1  ,θt(i)-1,ρt(i)+1    ,以速率γθt(i);

→ 0,1  ,θt(i)+1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i
ρt(i);

→ 0,0  ,θt(i),ρt(i)-1    ,以速率1;

→ 0,1  ,θt(i),ρt(i)-1    ,以速率ρt(i).
1,0  ,θt(i),ρt(i)    → 1,0  ,θt(i)-1,ρt(i)    ,以速率(θt(i)-1)(1+δ);

→ 0,0  ,θt(i)-1,ρt(i)    ,以速率1+δ;

→ 1,0  ,θt(i)-1,ρt(i)+1    ,以速率(θt(i)-1)γ;

→ 0,1  ,θt(i)-1,ρt(i)+1    ,以速率γ;

→ 1,0  ,θt(i)+1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i
ρt(i);

→ 1,0  ,θt(i),ρt(i)-1    ,以速率ρt(i);

0,0  ,0,ρt(i)    → 0,0  ,0,ρt(i)-1    ,以速率ρt(i);

→ 0,0  ,1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ 1,0  ,1,ρt(i)    ,以速率λ∑
i≠j

ζt(j).

0,0  ,θt(i),0    → 0,0  ,θt(i)-1,1    ,以速率γθt(i);

→ 0,0  ,θt(i)-1,0    ,以速率 (1+δ)θt(i);

→ 0,0  ,θt(i)+1,0    ,以速率λ∑
i
ρt(i)-λ∑

i≠j
ζt(j);

→ 1,0  ,θt(i)+1,0    ,以速率λ∑
i≠j

ζt(j).

1,0  ,θt(i),0    → 1,0  ,θt(i)+1,0    ,以速率λ∑
j
ρt(j);

→ 0,1  ,θt(i)-1,1    ,以速率γ;

→ 0,0  ,θt(i)-1,0    ,以速率1+δ;

→ 1,0  ,θt(i)-1,1    ,以速率 (θt(i)-1)γ;

→ 1,0  ,θt(i)-1,0    ,以速率 (1+δ)(θt(i)-1).
0,1  ,0,ρt(i)    → 0,0  ,0,ρt(i)-1    ,以速率1;

→ 0,1  ,1,ρt(i)    ,以速率λ∑
j
ρt(j);

→ 0,1  ,0,ρt(i)-1    ,以速率ρt(i).
在此耦合下,

μt(i)≤θt(i),

ζt(i)≤ρt(i). 
即接触过程半感染个体数与全感染个体数均不大于分支过程半感染个体数与全感染个体数.证毕.
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