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摘要:针对高维精度矩阵置信区间存在的计算效率低下的问题,提出了De-SCIO统计量.相比较
其他方法,基于De-SCIO统计量构造的置信区间计算效率得到了很大的提升,并且它的平均覆盖
率更接近于真实覆盖率.De-SCIO统计量构造简单,避免了复杂的理论推导.在合理的条件假设
下,证明了De-SCIO统计量的渐近正态性.模拟实验以及实例分析展示了该方法在平均覆盖率和
计算效率上的优势.
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0 引言
随着信息化时代的到来,个体与个体之间的联

系越来越广泛,这些广泛的联系形成了错综复杂的
网络数据.网络数据发生在各个领域,例如现代医
疗、线上营销、气候数据、社交网络等[1-3].研究这些
由大量的个体组成、彼此间联系复杂的网络数据具
有很现实的意义.图模型提供了一种灵活的方法来
指定一组变量之间的条件关联性[4].在图模型中,
其边的存在与变量间条件关联相互等价,并且图模
型边的确定可以由它的精度矩阵(协方差的逆矩
阵)来确定[5].特别在高斯图模型中,图模型的边完
全由精度矩阵的非零元素来表示[6].例如,在基因
网络数据中,精度矩阵中的非零元素对应基因或蛋
白质之间的相互作用.精度矩阵还有很多其他的应

用,例如分类和项目组合管理等.由此可见,精度
矩阵对恢复图模型具有至关重要的作用.

现有的研究大多集中在精度矩阵的点估计
上[7-12].然而,通过置信区间来量化统计的不确定
性是很重要的,它可以用来对精度矩阵进行假设检
验,去除点估计的噪音影响[13],也可以用来测试不
同人群对应的网络是否相同.本文主要研究精度矩
阵置信区间的估计.

近年来,高维统计推断主要发生在线性和广义
线性模型中[14-17],对于精度矩阵的统计推断是最近
才开始研究的.一般来说,目前对精度矩阵的区间
估计大致可以分为两类:一类是基于似然函数的
KKT(Karush-Kuhn-Tucker)转 化,主 要 有 文 献
[18-21].这些方法有个共同的特征,它们都是通过
KKT转化方法得到一个去偏统计量,随后证明这



个去偏统计量对于精度矩阵的各个元素渐近正态,
最后基于这个去偏统计量构造出精度矩阵各元素
的置信区间.KKT转化方法最早是由文献[18]提
出,它是遵循文献[15]提出的线性模型统计推断的
思 想,从 而 构 造 出 图 模 型 的 De-Glasso(de-
sparsifiedgraphicalLasso)统计量.并且其证明,
在一定的条件下,De-Glasso统计量中每个元素是
精度矩阵元素的渐近正态估计.还有一类是使用一
个回归变换的方法获得一个估计量,从而进行统计
推断.最早是由文献[11]提出的基于成对节点回归
的ANT方法,它是每两个变量对剩余的变量进行
回归,从而得出一个渐近正态统计量.

当精度矩阵的维数适中时,上述方法可以很有
效地得出精度矩阵的置信区间,然而当维数变高
时,用这些方法计算精度矩阵置信区间的速度开始
变慢.为了解决效率低下的问题,本文基于SCIO
(sparsecolumn-wiseinverseoperator)点估计提出
了De-SCIO统计量,并且证明De-SCIO统计量对
于精度矩阵的每个元素渐近正态,据此得出精度矩
阵元素基于De-SCIO统计量构造的置信区间.

符号约定:对于矩阵A =(aij)∈RRp×q,定义

|A|∞=max
ij

|Aij|,‖A‖∞=max
1≤i≤p∑

q

j=1
|aij|为矩

阵的∞-范数,‖A‖1=‖AT‖∞ 为矩阵的1-范数.
对于序列fn,gn,如果存在独立于n 的常数C >
0,∀ 的n>C 有|fn|≤C|gn|,则定义fn=
O(gn).如果存在独立于n 的常数C1,C2,并且C1

<C2,∀的n>C2 有C1|gn|≤|fn|≤C2|gn|,则
定义fn gn.若如果有 lim

n→∞
fn/gn =0,则定义

fn =o(gn).对于随机变量序列xn,如果xn 依概
率有 界,则 定 义 为 xn =OPP(1).如 果 xn/rn =
OPP(1),则定义xn =OPP(rn).如果xn 依概率收敛
到0,则定义xn =oPP(1).

1 精度矩阵每个元素的置信区间

1.1 模型建立
设X 为p 维 服 从 高 斯 多 元 分 布 的 随 机 变

量,即:
X =(x1,…,xp)T ~N(μ,Σ*) (1)

式中,μ 为p 维均值向量,Σ* =(δij)p×p 为协方差
矩阵.设G=(V,E)为高斯无向图,V ={x1,…,
xp}为G 的顶点集,E ={(i,j)}为各顶点之间边
的集合.它们满足以下的性质:

xi ⊥xj|X-{i,j}⇔(i,j)∉E,
这表明xi 和xj 对其余p-2个顶点条件独立以及
xi 和xj 之间不存在边相互等价.

在高斯图模型(1)中,Θ*=(Σ*)-1为其精度矩
阵.文献[6]提出xi 和xj 之间的边可以由精度矩阵
的元素Θ*

ij 来表示.当Θ*
ij =0时,xi 和xj 之间无

边.当Θ*
ij ≠0时,xi和xj 之间有边.设v={1,…,

p},定义S={(i,j)∈v×v|Θ*
ij ≠0}为精度矩阵

的支撑集.因此,恢复图模型G 的问题等价于恢复
精度矩阵的支撑集.

设X1,…,Xn ∈RRp 独立同分布于高斯图模型

(1).不失一般性,在全文中,本文假设均值向量

μ=0.在下文中将介绍精度矩阵置信区间的求解
方法.
1.2 De-SCIO统计量

本节将基于SCIO点估计构造 De-SCIO统计
量.SCIO估计量是由文献[10]提出,它是精度矩
阵点估计的一种估计方法,由于其逐列计算以及不
需外部迭代等优点而以计算高效著称.它的求解
如下:

设β=(β1,…,βp)T,为估计βi,求解下列最优
化问题:

β
︿
i=argmin

β∈RRp

1
2β

TΣ
︿
β-eT

iβ+λni‖β‖1  .

则由上式可得βi 的估计值为β
︿
i=(β

︿
i1,…,β

︿
ip)T.由

此得出精度矩阵Θ* 的SCIO估计值Θ
︿
=(w

︿
ij)p×p,

其中w
︿
ij 通过下式得到:
w
︿
ij =w

︿
ji=β

︿
ijI |β

︿
ij|<|β

︿
ji|  +

β
︿
jiI|β

︿
ij|≥|β

︿
ji|  (2)

  遵循文献[15,18]去偏的思想,为了消除正则
化惩罚带来的偏差,本文基于以下固定分解式来构
造基于SCIO的渐近正态估计量:

2Θ
︿
-Θ

︿
Σ
︿
Θ
︿
-Θ* =-Θ*WΘ* +rem (3)

式中,rem=-(Θ
︿
-Θ*)WΘ*-(Θ

︿
Σ
︿
-I)(Θ

︿
-Θ*)

为余项,W =Σ
︿
-Σ*,可以得到De-SCIO统计量为

T
︿
=2Θ

︿
-Θ

︿
Σ
︿
Θ
︿ (4)

  在节2定理2.1中,可以证明,T
︿
ij 是Θ*

ij 的渐
近正态统计量.在引理2.1中,可以得到其理论方
差的相合估计.由此得出Θ*

ij 的1-α的置信区间为

Iij,α ≡Iij(Θ
︿
ij,α,n)=

[T
︿
ij -Φ-1(1-α/2)σ

︿
ij/ n,

T
︿
ij +Φ-1(1-α/2)σ

︿
ij/ n] (5)

  由于T
︿

是Θ
︿
的简单四则运算,所以T

︿
的计算

复杂度主要来自于估计Θ
︿,又因为SCIO方法对Θ

︿

的估计具有高效的计算效率,这使得式(5)可以快
速地得到Θ*

ij 的置信区间.在节3的模拟实验中可
以看出,相比于De-Glasso统计量,De-SCIO 统计
量得出的置信区间不仅覆盖率准确,计算速度也更
为快速.

2 理论性质
本节将为De-SCIO统计量的渐近正态性提供

理论保证.在给出理论性质之前,首先给出SCIO
估计量需要满足的条件.

条件2.1 存在正的常数 Mp =O(1),L 1,
使 得 ‖Θ*‖1 ≤ Mp,1/L ≤ Λmin(Θ*) ≤
Λmax(Θ*)≤L 成立.Θ* 的最大行基数满足d=
o(nlogp).

条件2.2 存在0<α<1,使得
max
1≤i≤p

‖Σ*
Si

c×SiΣ
*-1
Si×Si‖∞ ≤1-α.

  在条件2.1中,Λmin(·)和Λmax(·)分别为给定
的对称矩阵的最小和最大特征值.d=max

i∈v
|{j∈

v:Θ*
ij ≠0}|为Θ* 中行非零元素最多的个数,它
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满足一定的稀疏性.条件2.1是大部分文献需要满
足的条件,例如文献[11-13].条件2.2是类似于文
献[18]中的不可表示性条件,它是很多文献通过惩
罚方法支持恢复的必要条件[9,13].在这里,条件
2.1和条件2.2是SCIO估计量满足其理论性质的
条件保证[10].

定理2.1 设X1,…,Xn ∈RRp 独立同分布于
高斯图模型(1).假设Θ* =(Σ*)-1 存在并且满足

条件2.1和条件2.2,1/σij=O(1).设Θ
︿
为式(2)定

义的SCIO估计量,调节参数λni logp/n.令T
︿

为式(4)定义的De-SCIO统计量.则在稀疏性假设

d=o(nlogp)下,对于所有的 (i,j)∈v×v,有
下式成立:

n(T
︿
ij-Θ*

ij)
σij

d
→N(0,1) (6)

  此处定义σ2ij =Var(Θ*TX1XT
1Θ*

j )为理论方

差, d
→ 为依分布收敛.稀疏性假设与文献[18]类

似,定理2.1展示在稀疏性假设下,T
︿
ij 是Θ*

ij 的渐
近正态分布.这个结论与文献[18]中的定理1相
似,不同的是文献[18]中的De-Glasso统计量是通
过对Glasso估计量KKT转化推导得到,而本文提
出的De-SCIO统计量是基于固定分解,一定程度
上简化了求导推导过程.

由于在定理2.1中σ2ij 是未知的,为了得到Θ*
ij

的置信区间,需要得出σ2ij 的相合估计σ
︿2
ij>0.在高

斯设定下,引理2.1可以很容易地推导出理论方
差,并且得到理论方差的相合估计.

引理2.1 设X1,…,Xn ∈RRp 独立同分布于
高斯图模型(1).假设Θ* =(Σ*)-1 存在并且满足

条件2.1和条件2.2.设Θ
︿
为式(2)定义的SCIO估

计量,调节参数λni logp/n.则1/σij =O(1),
σ2ij =Var(Θ*TX1XT

1Θ*
j )=Θ*

iiΘ*
jj +Θ*2

ij 和σ
︿2
ij =

Θ
︿
iiΘ
︿
jj +Θ

︿2
ij,且有下式成立:
|σ

︿2
ij -σ2ij|=OPP(logp/n).

  引理2.1可以得出σ
︿2
ij/σ2ij=oPP(1),即σ

︿2
ij 是σ2ij

的相合估计.因此,可以用σ
︿2
ij 来替换定理2.1中的

理论方差σ2ij,从而得到式(5)中Θ*
ij 的1-α的置信

区间.
限于篇幅,本文中的定理和引理的证明不再给

出.如对证明有疑惑,请发邮件联系作者.

3 模拟实验
为了验证De-SCIO统计量构成的置信区间的

覆盖准确性与计算效率,本节设计模拟实验,通过
与De-Glasso统计量[18]对比来展开讨论.

首先,生成模拟数据集.在数据设计中,设置真
实精度矩阵Θ*=tridiag(ρ,1,ρ)为参数ρ>0的三
对角矩阵,从 Np(0,Σ*)随机选取n 个样本得到
n×p 的样本矩阵X.随后设计样本量n=200,维
度p=100,200,300,400,500,600,1000,分别使用
De-SCIO统计量、De-Glasso统计量来估计Θ*

ij 的
置信区间.最后为了方便比较,仅仅考虑置信水平
90%,95%,99%的置信区间.

再次,在整个模拟计算中,在计算De-Glasso
统计量时,使用 GlassoR包(版本 1.10).文献
[18]提 出 Glasso估 计 量 的 理 论 调 节 参 数λ
logp/n.在计算Glasso时,本文采用文献[18]提
出的调节参数λ= logp/n.同理,文献[10]提出

SCIO估计量的理论调节参数λni logp/n.在计
算De-SCIO时,使用SCIOR包(版本0.6.1),使

用调节参数λni= logp/n.
最后,本节通过平均覆盖率、平均计算时间两

部分分别对比研究。
3.1 平均覆盖率

在平均覆盖率部分,使用四个指标来比较,分别
为:AvgcovS,AvgcovSc,AvglengthS 和 AvglengthSc.
其中AvgcovS 为在支撑集S 上的平均覆盖率,它的
计算公式为

AvgcovS =
1

|S|∑(i,j)∈Sα
︿
ij,

这里α
︿
ij =

1
N∑

N

k
1k{Θ*

ij ∈Iij,α}为重复迭代 N 次,

Θ*
ij 被式(5)定义的置信区间Iij,α 覆盖的概率.同

理,AvgcovSc 为在非支撑集Sc 上的平均覆盖率.
AvglengthS 为在S 上的平均置信区间长度,它的计
算公式为

AvglengthS =
1

|S| ∑(i,j)∈SC
︿
ij,

这里C
︿
ij=
1
N∑

N

k

{2Φ-1(1-α/2)σ
︿
ij/n}k 为重复迭

代 N 次 置 信 区 间 Iij,α 的 平 均 长 度.同 理,
AvglengthSc 为在Sc 上的平均置信区间长度.

为了证明De-SCIO统计量具有广泛的适用性,
在精度矩阵中,本文设置两个不同的ρ值,分别为

ρ=0.3和ρ=0.2,重复迭代次数都为N =100,计
算结果分别为表1和表2.

在表1中,可以看出,De-SCIO统计量相比于
De-Glasso统计量,在S 和Sc 上的平均覆盖率均更
接近于真实值.De-Glasso统计量在S 上平均覆盖
率很低,而在Sc 上平均覆盖率很高,它更容易将精
度矩阵的非零元素识别为零元素,也就是更容易遗
漏变量间的联系,这对恢复变量间的联系很不利.
事实上,在很多实际应用中,研究者们更倾向于尽
可能多的找出变量之间的联系.例如在基因检测
中,更感兴趣的是基因间的联系,从而能发现对疾
病的影响.而De-SCIO统计量更好地实现了这一
点,它对于变量的联系恢复很准确,基本接近我们
设置的真实的置信水平.

并且本文还发现,De-SCIO统计量在维度p 越
来越大时,它的估计始终维持很好的覆盖率,不随

p 的增加而减小.而De-Glasso统计量对p 较为敏
感,可以看出,当p 越来越大时,它在S 上的平均
覆盖率越来越小.相比于 De-Glasso统计量,De-
SCIO统计量适合处理更高维的精度矩阵.

与表1相比,表2设置了一个更小的参数值

ρ=0.2,可以发现,其结论与表1的保持一致,并
且De-SCIO统计量在S 和Sc 上依旧保持精确的平
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均覆盖率,可见参数值的变小并不影响 De-SCIO 统计量的估计精度.
表1 p=100,500,1000,n=200,ρ=0.3,N=100时,De-SCIO与De-Glasso的比较

Tab.1 ThecomparisionofDe-SCIOandDe-Glassowhenp=100,500,1000andn=200,ρ=0.3,N=100
0.90

De-SCIO De-Glasso

0.95

De-SCIO De-Glasso

0.99
De-SCIO De-Glasso

p =100

AvgcovS 0.881 0.770 0.936 0.851 0.984 0.947
AvglengthS 0.253 0.210 0.302 0.250 0.396 0.328
AvgcovSc 0.915 0.961 0.960 0.983 0.993 0.997
AvglengthSc 0.220 0.182 0.262 0.217 0.344 0.285

p=500

AvgcovS 0.880 0.720 0.935 0.806 0.983 0.920
AvglengthS 0.254 0.204 0.303 0.243 0.398 0.320
AvgcovSc 0.913 0.979 0.959 0.992 0.993 0.999
AvglengthSc 0.221 0.178 0.264 0.212 0.347 0.279

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

p=1000

AvgcovS 0.882 0.662 0.935 0.758 0.982 0.892
AvglengthS 0.257 0.203 0.306 0.242 0.403 0.318
AvgcovSc 0.910 0.986 0.957 0.995 0.992 0.999
AvglengthSc 0.224 0.177 0.267 0.211 0.351 0.278

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

表2 p=100,500,1000,n=200,ρ=0.2,N=100时,De-SCIO与De-Glasso的比较

Tab.2 ThecomparisionofDe-SCIOandDe-Glassowhenp=100,500,1000andn=200,ρ=0.2,N=100
0.90

De-SCIO De-Glasso
0.95

De-SCIO De-Glasso
0.99

De-SCIO De-Glasso

p=100

AvgcovS 0.891 0.812 0.944 0.893 0.987 0.974
AvglengthS 0.259 0.219 0.309 0.261 0.406 0.343
AvgcovSc 0.906 0.954 0.954 0.980 0.991 0.996
AvglengthSc 0.227 0.192 0.270 0.229 0.355 0.301

p=500

AvgcovS 0.893 0.785 0.944 0.873 0.987 0.969
AvglengthS 0.261 0.214 0.312 0.255 0.409 0.336
AvgcovSc 0.904 0.967 0.953 0.987 0.991 0.998
AvglengthSc 0.229 0.188 0.273 0.224 0.359 0.294

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

p=1000

AvgcovS 0.896 0.766 0.946 0.858 0.987 0.966
AvglengthS 0.265 0.213 0.315 0.254 0.414 0.333
AvgcovSc 0.902 0.973 0.952 0.990 0.991 0.999
AvglengthSc 0.232 0.187 0.276 0.222 0.363 0.292

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

3.2 平均CPU时间
在平均计算时间部分,设置参数为n=200,

ρ=0.3,α=0.05,N =100,随后分别记录置信水
平为1-α的De-SCIO置信区间和De-Glasso置信
区间的平均CPU时间.计算结果见图1,其中x 轴
表示维度p,y 轴表示平均CPU时间.

在图1中可见,随着维度p 的变化,通过De-
SCIO方法得到置信区间的平均CPU时间呈线性
增长,而通过De-Glasso方法得到置信区间的平均
CPU时间呈指数增长.在p=600时,De-Glasso
方法的平均CPU时间是 De-SCIO的19倍,并且
随着p 的增大相差越来越多.在计算更高维精度
矩阵时,De-SCIO统计量比De-Glasso统计量计算
更有效.

4 实例分析
为了展示De-SCIO方法在实际数据中的作用,

本文选用人类基因数据集,分别运用De-SCIO及

图1 De-SCIO和De-Glasso平均CPU时间

Fig.1 TheaverageCPUtimes
ofDe-SCIOandDe-Glasso

De-Glasso两种方法来恢复基因数据图模型的边,
进而来研究基因间的相互作用.基因数据集为公开
数据集,我们是从BDgraphR 包中获得,它包含
n=60个来自于美国不同州居民的B淋巴细胞中的
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基因表达数据[23].为了更方便地分析,本文依据文
献[24],从47293个基因中选用p=100个基因表
达数据,并且对它们进行标准化处理.

本文分别使用 De-SCIO、De-Glasso方法估计
基因表达数据精度矩阵Θ*

ij 的置信区间,进而来恢
复基因间的联系,显著性水平设置为α=0.05.在
计算De-SCIO、De-Glasso统计量时,都选用五折交

叉验证从 [a logp/n,b logp/n]的路径中选择
使Bregman损失函数最小的调节参数值.Bregman
损失 函 数[13] 定 义 为 L(Σ

︿,Θ
︿)= <Θ

︿,Σ
︿>-log

det(Θ
︿),其中Σ

︿
为测试集的样本协方差矩阵,Θ

︿
为

训练集上计算的精度矩阵的点估计值.
计算结果显示,De-SCIO方法得出77条边为

显著的,De-Glasso方法得出56条边为显著的.与
前人研究的基因联系[24]对比,De-SCIO方法得出
的边集大部分与前人的结果保持一致.例如 De-
SCIO方法得出的{GI-33356162-S与GI-17981706-
S,Hs.512137-S与GI-41190507-S,GI-13514808-S
与GI-33356162-S,GI-18641317-S与GI-24797066-
S}等基因对有显著性关系,均与文献[24]提出的边
相 同. 然 而 这 其 中 的 GI-18641317-S 与 GI-
24797066-S等 基 因 对 的 联 系,却 不 包 括 在 De-
Glasso方法得出的边集中.这样的结论与模拟实验
类似,相比较于De-SCIO方法,De-Glasso方法容
易将精度矩阵的非零元素识别为零元素,容易遗漏
变量间的联系.而De-SCIO方法估计的边集更接
近于真实边集.

另一方面,由 De-SCIO 方法得出的基因 GI-
24797066-S与GI-37546026-S之间有显著性关系,
然而在先前的研究中并没有被提出.这可能是一个
潜在的基因间的相互作用,可以作为分析人类基因
间相互作用的补充.

5 结论
为了解决现有精度矩阵推断方法在面对高维

精度矩阵时存在的计算效率低下的问题,本文提出
了基于SCIO的去稀疏估计量,称为De-SCIO.我们
严格证明了该统计量的渐进正态性,从而为置信区
间的构造提供了依据.相比较De-Glasso方法,De-
SCIO方法继承了SCIO估计的逐列求解以及不需
要外部迭代等优点而具有显著的计算效率上的优
势,从而可以有效地处理高维精度矩阵.在模拟计
算中可以看出,基于De-SCIO统计量构造的置信区
间不仅对精度矩阵的覆盖准确率高,并且计算效率
优于De-Glasso方法,并且在维度很高的情形下尤
为显著.在当今大数据的背景下,研究的变量数目
日益增多,变量与变量之间的联系越来越复杂,本
文基于当前大数据的背景,为揭示变量之间的复杂
联系提供了一种可供选择的计算高效的方法.

然而,随着研究变量的增多,精度矩阵统计推
断的计算依旧是一个主要问题.随着研究的深入,
计算 快 速 的 点 估 计 相 继 出 现,例 如 ADMM
(alternatingdirection methodof multipliers)算
法[26].研究这些计算快速的点估计的渐近性质进

而来构造精度矩阵的置信区间将会是一件很有意
义的事,这也会是本文进一步研究的问题.此外,
本文提出的去偏统计量是在高斯分布下得到的,还
可以用Lindeberg中心极限定理[25]证明在次高斯
分布的情况下也同样具有此优良的性质.
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