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分段平稳自回归过程的变点估计与模型选择

———基于改进的自适应LASSO方法

刘 杰,陈啸远,吴 遵

(中国科学技术大学管理学院国际金融研究院,安徽合肥230601)

摘要:针对非平稳时间序列中一类分段平稳自回归(PSAR)过程的变点估计和模型选择问题,在已
有的将变点估计问题转 化 成 变 量 选 择 问 题 方 法 的 基 础 上,提 出 一 种 基 于 两 阶 段 LASSO(TS-
LASSO)算法同时进行变点估计和模型选择.具体地,在第一阶段中,通过LASSO算法对序列中
的变点和模型进行初步的估计和选择,然后在第二阶段中结合改进的自适应LASSO算法对过估
计的LASSO结果进行筛选,最终实现变点的一致估计和模型的准确选择.并对变点估计结果的大
样本性质进行了分析.此外,对于特殊情形下的均值变化序列和无变点序列,TS-LASSO 算法也能
实现有效的估计和识别.最后,结合不同类型序列的模拟检验以及地震波数据的实例分析,证明

TS-LASSO算法是有效的,并具有一定的实用意义.
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Abstract:Consideringtheproblemsofchange-pointsestimationandmodelselectionfornonstationarytime
seriessuchaspiecewisestationaryautoregressive(PSAR)processes,amethodwhichcansimultaneously
conductchange-pointestimationandmodelselectionwithatwo-stageLASSO (TS-LASSO)algorithm
basedontheexistingmethodtotransformtheproblemofchange-pointsestimationintotheproblemof
variableselectionwasproposed.Specifically,inthefirststage,thepreliminaryestimationofchange-
pointsandtheselectionofthemodelscanbederivedbyLASSOalgorithm.Then,inthesecondstage,a
modifiedadaptiveLASSOalgorithm wasusedtoscreentheoverestimatedresults,sotheconsistent
estimationcouldbeobtainedandtheaccuratemodelcouldbeselected.Thelargesamplepropertiesofthe
resultsforthevariable-pointestimation.Inaddition,theTS-LASSOalgorithmcanalsoachievethe
estimationandrecognitionforthemeanchange-pointssequencesandnochange-pointssequencesinspecial
caseseffectively.Finally,combinedwiththetestofdifferenttypeofsimulativesequencesandthecase
studyofaseismicwavedata,itwasshownthatTS-LASSOalgorithmiseffectiveandhascertainpracticability.
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0 引言
近几十年来,有关变点问题的研究一直受到众

多学者的关注.起初,这些研究主要集中于序列中
的单变点检测.早在1954年,Page[1]通过构造的
CUSUM检验统计量,有效估计了独立同分布序列



中水平均值的变化位置.具体到模型参数变点的研
究中,Picard[2]最先得到了分段自回归模型中参数
变点的极大似然估计.类似的,Takanami等[3]基于
局部平稳自回归模型的假设,结合 AIC准则,有效
地识别出地震波的初至时刻.在实际情况中,由于
多变点问题更加普遍,随后便出现了许多有关多变
点估计问题的研究.一类称之为“二分法”的多变点
估计方法,其原理是对分割到的子序列重复使用单
变点估计方法.这是一种简单有效的多变点估计方
法,但得到的变点估计往往不是全局最优的.对于
全局最优的变点估计方法,它们更多地依赖于复杂
的算法,如Davis等[4]基于最小描述长度(minimun
descriptionlength,MDL)准则,采用遗传算法比较
不同模型对数据的拟合效果,从而选出最佳变点数
量、变点位置和自回归阶数对应的分段平稳自回归
模型.Yau等[5]提出的似然比扫描方法,同样解决了
非平稳时间序列中的多个自回归参数变点的估计.
吴楠等[6]则采用一种两阶段估计方法,先通过似然
比扫描统计量初步确定变点的大体位置,然后基于
MDL准则得到变点的一致估计.

复杂算法自然不利于变点的快速有效估计,为
解决非平稳时间序列中的多变点估计问题,一种将
变点估计问题转化成变量选择问题的方法得到众
多学者的关注.该转换方法的原理是通过特定的设
计矩阵,将相邻平稳序列之间的参数以增量的形式
表示,从而转换成一般的回归变量选择问题,进而
借鉴变量选择的方法以实现多变点同时估计的目
标.对应的非零回归系数意味着相邻平稳序列的参
数发 生 了 改 变,即 变 点 产 生.具 体 地,Harchaoui
等[7]提出一种fusedLASSO多均值变点同时估计
的方法,有效解决了独立序列中水平均值变化对应
的变点估计问题.对于独立观测到的样本(包括响
应变量和解释变量),Jin等[8]提出了一种基于自适
应LASSO、SCAD和 MCP惩罚的两阶段变点估计
方法,实现了分段线性回归模型中的多变点估计目
标.然而在时间序列中,序列前后之间有时存在着
某种依赖关系,属于非独立序列.具体到分段平稳
自回归序列中,采用同样的问题转换方法,Chan
等[9]基于groupLASSO 惩罚的变量选择方法,实
现同时多变点估计的目标.

在非平稳时间序列中,对各平稳子序列的模型
选择,一般是在变点估计后进行的.而本文试图在
变点估计的同时,考虑各平稳自回归模型的变量选
择,以实现同时变点估计和模型选择的目标.考虑
到各平稳序列间相同自回归变量的假设,文献[9]
采用的groupLASSO方法对组内的变量无法起到
稀疏的作用,因而它需要在变点估计后再进行各模
型的选 择.本 文 基 于 单 变 量 惩 罚 提 出 的 两 阶 段
LASSO(two-stageLASSO,TS-LASSO)方法可同
时进行变点估计和模型选择.此外,Jin等[8]研究的
分段线性回归模型中的变点估计,其样本之间的假
设是独立的.而本文研究的分段自回归序列属于非
独立序列,变量选择方法对应的传统渐近理论在这
里失效,需要建立新的渐近理论.

本文旨在从变量选择的角度出发,针对非平稳
时间序列中的分段平稳自回归模型,提出一种能够
同时解决变点估计和模型选择问题的方法.具体
地,基于特殊设计矩阵得到的线性回归模型,采用

LASSO算法对高维回归变量进行稀疏,以实现初
步的变点估计和模型选择.然后,基于LASSO算法
得到的初步估计,采用自适应LASSO算法,剔除多
余的变点,从而实现变点的一致估计.此外,在选择
自适应惩罚权重时,采用了一种改进的自适应惩罚
函数,以适应时间序列可能存在的对时间先后顺序
的敏感性[10].

1 模型假设及问题确定
本节将具体介绍分段平稳自回归(piecewise

stationaryautoregressive,PSAR)模型以及相关的
符号说明,然后确定本文所要研究的具体问题.
1.1 分段平稳自回归过程

假设一组长度为n+p 的观测序列y-(p-1):n =
{y-(p-1),…,y-1,y0,y1,…,yn}满足如式(1)所示
的PSAR过程.

yt=

β
(1)
0 +β

(1)
1 yt-1+…+β

(1)
p1yt-p1 +εt,

  τ0 ≤t<τ1;
β
(2)
0 +β

(2)
1 yt-1+…+β

(2)
p2yt-p2 +εt,

  τ1 ≤t<τ2;
︙
β
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(m+1)
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(1)
式中,m,Ω={τ1,…,τm}分别表示序列y-(p-1):n 中
的变点数量和变点位置,且满足1=τ0<τ1<…<
τm <τm+1=n+1.通常,假定PSAR模型中的变点
数量m 、变点位置Ω 以及各自回归模型(具体的模
型变量和阶数)都是未知的.整个序列被m 个变点
分割成m+1段平稳序列,其中第j 段平稳序列的
自回归系数是 (β

(j)
0 ,β

(j)
1 ,…,β

(j)
pj
),pj 是模型的阶

数,j=1,…,m+1.{ε-(p-1),…,εn}表示零均值单
位方差的随机误差向量.

可以注意到,当模型(1)中所有自回归模型的
阶数都为零时,各段序列的差异只体现在常数项
上,此时PSAR模型退化成一般的均值变化模型.
1.2 同时变点估计和模型选择

从上述的模型假设可以看出,序列y-(p-1):n 中
的变点数量、各变点的位置以及各模型的回归变
量和阶数是确定具体PSAR模型的关键.本文的
主要目标是寻找能够拟合时间序列y-(p-1):n 的最
佳PSAR模型,也就是解决该模型中的变点估计
和模型选择问题.已有的大部分研究主要关注模
型中的变点估计问题,至于各自回归模型的选择
是在变点估计后进行的.本文关注PSAR模型中
的关键因素,尝试同时解决序列中的变点估计和
模型选择两方面问题.接下来,我们将具体介绍一
种两阶段估计方法,以实现同时变点估计和模型
选择的目标.
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2 方法介绍
在PSAR模型中,各自回归模型的阶数可能是

不一样的,我们不妨都先假设成p 阶自回归模型,
且p 是已知的.在实际操作中,可取一个较大的p
值,以满足p ≥ max{p1,…,pm+1}.通过构造恰当
的设计矩阵,我们将PSAR模型转化成一般的线性
回归模型.回归系数对应着相邻自回归模型参数的
增量,当相邻自回归模型参数发生变化时,增量非
零,意味着变点出现.反之,当相邻自回归模型参数
相同时,对应的增量为零,即没有变点出现.于是,
回归模型参数中非零元素的位置便对应着PSAR

模型中的变点位置.通常变点数量小于序列长度,
意味着回归模型参数中存在零元素,需要确定其中
的非零元素.这样,PSAR模型中的变点估计和模型
选择问题便转化成了回归模型中的变量选择问题.

关于稀疏解的估计方法,统计学中常采用变量
选择算法.于是,本文将结合具体的LASSO类变量
选择算法,提出一种TS-LASSO同时变点估计和模
型选择方法,其原理是基于第一阶段估计结果的先
验信息,使得第二阶段的估计结果更加精确.
2.1 第一阶段:基于LASSO算法的初步变点估计

为了将PSAR模型中的变点估计问题转换成
变量选择问题[9],首先构造设计矩阵X:

X =

1 y0 … y-(p-1) 0 0 … 0 … 0 0 … 0
1 y1 … y-(p-2) 1 y1 … y-(p-2) … 0 0 … 0

… … … …
1 yn-2 … yn-(p+1) 1 yn-2 … yn-(p+1) … 0 0 … 0
1 yn-1 … yn-p 1 yn-1 … yn-p … 1 yn-1 … yn-p
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(2)

  记n 维响应向量YT=(y1,…,yn),自回归阶
数p≥ max{p1,…,pm+1},n 维随机误差向量εT=
(ε1,…,εn).n(p+1)维回归系数θ*T=(θ*

1,0,θ*
1,1,

…,θ*
n,p),并满足如下表达式:
θ*
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(3)

式中,i=2,…,n;j=1,…,m.此外,当第j段子序
列的真实阶数小于p 时,我们令β

(j)
l =0,pj <l≤

p.于是,向量θ* 对应着PSAR模型中相邻自回归
参数间的增量.最后,基于上述假设,我们可以得到
线性回归方程

Y=Xθ* +ε (4)
  记集合A={(i-1)(p+1)+j|θ*

ij ≠0,1≤
i≤n,0≤j≤p},它表示向量θ* 中非零元素的位
置.从式(3)可以发现,式(4)中的回归参数向量θ*

是稀疏的.其原因有两方面,一方面,只有变点位置
对应的回归系数不为零,其余非变点位置的回归系
数均为零;另一方面,即使在变点位置,由于真实自
回归模型的阶数可能小于所假设的阶数p,相邻自
回归模型的差异可能还表现在某些回归变量上,从
而导致变点位置的回归系数 (θ*

τj,0
,θ*

τj,1
,…,θ*

τj,p
),

j∈ {1,…,m+1},中也存在零元素.
对方程(4)中稀疏解θ* 的求解,常采用最小绝

对收缩与选择算子[11](LASSO)变量选择算法.具
体地,LASSO通过对回归变量的绝对值之和进行
适当的约束,从而将某些变量的系数压缩至零,以
实现变量选择的目的.这是一种可以同时进行变量
选择和参数估计的有效方法.式(4)对应的估计为

θ
︿
=argmin

θ

1
n‖Y-Xθ‖22+λn∑

n

i=1
∑
p

j=0
|θij|

(5)

式中,λn 是惩罚权重,其值越大则θ
︿
越稀疏.对估计

θ
︿
中的非零元素,记集合A

︿
为

A
︿
={(i-1)(p+1)+j|θ

︿
ij ≠0,

1≤i≤n,0≤j≤p}.
于是,所要估计的变点位置为Ω

︿
={τ

︿
1,…,τ

︿
|m
︿
|},变

点数量为m
︿
= |A

︿/(p+1)| .
2.2 第二阶段:基于改进自适应LASSO方法的一

致变点估计
在实际估计过程中,第一阶段的结果往往存在

过估计现象,即Ω
︿

中包含有非变点估计.其原因是
在某些情况下LASSO的变量选择结果是不一致
的.Zhao等[12]指出,LASSO的变量选择结果满足
一致性的前提条件是:在回归模型(4)中,无关变量
(θ* 中为零的变量)对应的X 列向量不可由真实变
量(θ* 中不为零的变量)表示,即所谓的“不可表示
性条件”.否则,LASSO 算法在变量选择的过程中
便会将与真实变量相关性很强的变量纳入模型中,
以弥补对真实变量的过分惩罚.在自回归序列中,
由于数据前后间有着既定的线性关系,这使得设计
矩阵X 违背了“不可表示性条件”,从而导致估计结
果中包含有非变点估计,即存在过估计现象.

此外,Zou[13]也指出LASSO的变量选择结果
并不总是一致的,前提是要满足一定的必要条件,
并指出该条件类似于文献[12]提出的“不可表示性
条件”.为解决非一致的变量选择结果,Zou提出了
一种改进版的LASSO算法———自适应LASSO算
法.其原理是对不同的变量采用不同的惩罚权重,
并得到自适应LASSO估计具有的Oracle性质[14]:
(i)能确定出正确的变量子集;(ii)有最优的估计率.

于是,结合第一阶段的估计结果,我们接下来
采用自适应LASSO算法对过估计的变点进行筛
选,以剔除多余的变点.对应的自适应LASSO估
计为
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θ
︿* =argmin

θ

1
n‖Y-Xθ‖22+λn∑

n

i=1
∑
p

j=0
w
︿
ij|θij|.

式中,λn 为共同的惩罚权重,w
︿
ij 为各变量自适应

的惩罚权重.对于惩罚权重w
︿
ij 的确定,常依据最小

二乘估计或LASSO估计进行确定.
此外,在时间序列模型中,通常滞后阶数越靠

后的变量对未来的预测能力越弱,这是时间序列所
特有的时间敏感性.王国长等[10]在选择自回归模型
时考虑了该规律,从而提升对金融时间序列的预测
精度.由于本文的研究对象同样是时间序列,于是

在惩罚权重w
︿
ij 中引入关于滞后阶数的惩罚,采用

文献[10]中同样形式的自适应惩罚权重

w
︿
ij =lγ1j/|θ

︿
ij|γ2,γ1 >0,γ2 >0.

其中,γ1 和γ2 为惩罚参数,lj(l0=1;lj=j,j=1,
…,p)为滞后阶数.将w

︿
ij 带入式(6),得到如下改

进的自适应LASSO估计θ
︿*:

θ
︿* =argmin

θ

1
n‖Y-Xθ‖22+

λn∑
n

i=1
∑
p

j=0

lγ1j

|θ
︿
ij|γ2

|θij| (7)

  式(7)仍属于自适应LASSO估计问题,是一个
凸优化问题,存在全局最优解.令向量α=Aθ,其中
A 是满足如下形式的对角矩阵:

A=diag(
1γ1

|θ
︿
1,0|γ2

, 1γ1

|θ
︿
1,1|γ2

,…,

pγ1

|θ
︿
1,p|γ2

,…, pγ1

|θ
︿
n,p|γ2

).

  将θ=A-1α 带入式(7),并令新的设计矩阵

X* =XA-1.于是,通过简单的变量替换便可得到
如下一般的LASSO估计为

α
︿
=argmin

θ

1
n‖Y-X*α‖22+λn∑

n

i=1
∑
p

j=0
|αij|

(8)
  进而有θ

︿* =A-1α
︿
.同样,记集合A

︿* 为

A
︿* ={(i-1)(p+1)+j|θ

︿*
ij ≠0,

1≤i≤n,0≤j≤p}.
它表示估计向量 中非零元素的位置.于是便可得到
最终的变点估计为

Ω
︿* ={τ

︿
1
*,…,τ

︿*
|m
︿*|} (9)

对应的变点数量为m
︿* = |A

︿*/(p+1)| .结合式
(3),可以得到各自回归模型对应的参数估计为

β
︿(1)
0 =θ

︿*
1,0

…

β
︿(1)
p =θ

︿*
1,p

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ;

β
︿(j)
0 =∑

τ︿*j-1

i=1
θ
︿*
i,0

…

β
︿(j)
p =∑

τ︿*j-1

i=1
θ
︿*
i,p

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

,j=2,…,m
︿* +1

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

  为方便表示最终各平稳自回归模型的选择结
果,构造如下形式的模型选择矩阵:记p+1维向量
vj 只含0或1元素,它代表 TS-LASSO 方法对

y-(p-1):n 中第j段平稳序列的模型选择结果.在vj

中,元素1表示该位置对应的自回归变量被选中,元
素0则表示该位置对应的自回归变量未被选中.于
是,TS-LASSO方法对所有m

︿* +1段平稳序列的

模型选择结果可表示为((m
︿*+1)×p)维矩阵V

︿,
V
︿
=(v1,…,vm︿*+1)T (11)

  特别地,当矩阵V
︿
中第一列元素都为1,其余列

元素都为零时,TSAR模型退化成一般的均值变化
模型,此时TS-LASSO方法与 Harchaoui等[7]提出
的均值变点估计方法是一样的.
2.3 渐近性质

为研究TS-LASSO方法估计结果的渐近性质,
本文提出以下几条合理的假设:

假设2.1 {εt:-(p-1)≤t≤n}为零均值
单位方差的白噪 声 序 列;对 任 意0<η <1有
Eε2+ηt < ∞ ;对任意的i<t,有cov(εt,yi)=0.

假设2.2 当n→ ∞ 时,有λn →0和 nλn →
∞.

假设2.3 (平稳性)对任意实数|h|<1,有

1-∑
pj

i=1
βj

ihi ≠0,j=1,…,m+1.

假设 2.4 min{τi/n -τi-1/n:i =1,…,
m+1}>δ>0,其中δ为常数.

假设2.5 XT
A*XA*/n→pΓA* >0.

其中,假设2.1对序列中的噪声做出了常规的
约束,并假设当前时刻的噪声εt 与过去样本之间是
独立的,即cov(εt,yi)=0.假设2.2则对(自适应)
LASSO估计中的正则参数λn 做出了规范,此外由

λn →0和 nλn → ∞,可以直接得到λn/ n →0
(用于后续定理2.1的证明).假设2.3保证了各自
回归序列的平稳性.假设2.4和假设2.5则分别对
变点间距和设计矩阵做了约束,其中ΓA* 是一个正
定矩阵.

接下来,先提出以下2个引理:
引理2.1 定义n(p+1)维向量θ􀮨,使其满足

θ􀮨A* =(XT
A*XA*)-1XA*Y 以及θ􀮨A*C =0,在假设

2.1、2.2的前提下,当n→ ∞ 时,有θ
︿
-θ􀮨 →p0.

证明 若θ􀮨 是 式(5)的 一 个 解,由 Karush-
Kunh-Tucker(KKT)最优条件可知,对任意的1≤
i≤n,0≤j≤p,有

|XT
ij(Y-Xθ􀮨)|≤

1
2nλn (12)

式中,Xij 为矩阵X 的第 (i-1)(p+1)+j列.于
是,接下来只需要证式(12)依概率成立即可.

记Pn =XA*(XT
A*XA*)-1XT

A*,于是

|XT
ij(Y-Xθ􀮨)|=              
|XT

ij(Y-XA*θ􀮨A*)|=|XT
ij(In -Pn)ε|.

因为tr(Pn)≤(m+1)(p+1)为一常数,所以只需

747第6期 分段平稳自回归过程的变点估计与模型选择———基于改进的自适应LASSO方法



要证

P{ max
1≤i≤n,0≤j≤p

|XT
ijε|≤

1
2nλn}→1 (13)

成立即可.
首先,对任意常数b>0以及1≤k≤n,0≤

j≤p,由 Markov不等式我们可以得到
P{|yj

kεk|>x}≤          
P{exp{b|yj

kεk|}>exp{bx}}≤
Eexp{b|yj

kεk|}
exp{bx} ≤aexp{-bx} (14)

式中,a= max
1≤k≤n,0≤j≤p

Eexp{b|yj
kεk|},j=0时yj

k=
1,j=1,…,p 时yj

k =yk-j.于是,在假设2.1~2.3
的前提下,当n→ ∞ 时有

P{ max
1≤i≤n,0≤j≤p

|XT
ijε|≤

1
2nλn}=

P{ max
1≤i≤n,0≤j≤p

|∑
n

k=i
yj

kε|≤
1
2nλn}≤

∑
n

i=1
∑
p

j=0
∑
n

k=i

{P{|yj
kεk|>

1
2nλn}}≤

a(p+1)n2exp{-
b
2nλn}→0 (15)

所以,当n→ ∞ 时式(13)成立,证毕.
引理2.2 在假设2.1、2.2和2.5的前提下,

当n→ ∞ 时,有θ􀮨-θ* →p0.
证明 因为

θ􀮨A -θ*
A =(XT

A*XA*)-1XT
A*(XA*θ*

A +ε)-θ*
A =

(X
T
A*XA*

n
)-1(X

T
A*ε
n

)→p0,

即θ􀮨-θ* →p0.
由引理2.1和引理2.2,我们可以得到θ

︿
-θ*

→p0,即LASSO估计θ
︿
依概率收敛于真实回归参

数θ*,但该结论无法保证θ
︿
选择的非零元素也收

敛于θ* 中的非零元素.为此,基于上述结论需要进
一步建立如下结论.

定理2.1 在假设2.1、2.2、2.4和2.5的前提

下,当n→ ∞ 时,有P(A
︿* =A*)=1.

证明 欲证 P(A
︿* =A*)→1,只要分别证

∀s∈A*s.t.P(s∈A
︿*)→1和 ∀s'∉A*s.t.

P(s'∈A
︿*)→0成立即可.

首先,令θ=θ* +u/ n,定义

Ψ(u)=
1
n‖Y-X(θ* +u/ n)‖22+

λn∑
n

i=1
∑
p

j=0
w
︿
ij|θ*

ij +uij/ n|,

于是,令V(u)=Ψ(u)-Ψ(0),接下来有

V(u)=
uT

n
(X

TX
n
)u
n

-
uT

n
2XTε
n

+

λn∑
n

i=1
∑
p

j=0
w
︿
ij(|θ*

ij +uij/ n|-|θ*
ij |).

进而有u
︿
=argmin

u
Ψ(u)=argmin

u
V(u),θ

︿*=θ*+

u
︿/ n.

当θ*
ij ≠0时,则w

︿
ij →plγ1j/|θ*

ij |γ2,
n(|θ*

ij +uij/ n|-|θ*
ij |)→puijsign(θ*

ij),
进而,由Slutsky定理,可以得到

λn

n
(|θ*

ij +uij/ n|-|θ*
ij |)→p0.

于是,当θ*
ij ≠0时,

V(u)→p
uT

A*

n
(X

T
A*XA*

n
)uA*

n
-
uT

A*

n
WA*(16)

式中,WA* =
2XT

A*ε
n

.由式(16)可以得到
u
︿
A*

n
→p

0,即θ
︿*
A* -θ*

A* →p 0.于是有 ∀s ∈ A* s.t.
P(s∈A

︿*)→1成立.下面,证明 ∀s'∉ A*s.t.
P(s'∈A

︿*)→0成立.
当 ∀s'∉A*,即θ*

s' =0:有 nλnw
︿
ij →p ∞ ;

根据V(u),有u
︿
A* = n(θ

︿*
A* -θ*

A*)→p0,于是

2XT
s'(Y-Xθ

︿*)

n
=
2XT

s'X n(θ* -θ
︿*)

n +
2XT

s'ε
n
→p0.

  当 ∀s'∈A
︿* :根据KKT最优条件,可以得到

2XT
s'(Y - Xθ

︿*)=nλnw
︿
s'.于 是,对 于 ∀s'∉

A*,有

P(s'∈A
︿*)≤P(2XT

s'(Y-Xθ
︿*)=nλnw

︿
s')→0.

证毕.
集合A

︿* 和A* 分别代表自适应LASSO估计θ
︿
和

真实回归参数θ* 中非零元素的位置,于是定理2.1保
证了TS-LASSO方法的变点估计收敛于真实变点.
2.4 惩罚参数的选择

从上述结论可以看出,TS-LASSO方法的关键在
于选取合适的惩罚参数.通常可采用交叉验证[18]算
法进行自动选取.接下来,本文将分别介绍上述两阶
段中惩罚参数 (λn,γ1,γ2)的5折交叉验证选取
步骤:

第一阶段惩罚参数的选取:
①在λn 适当的取值范围内,将λn 可能的取值

按从小到大排列.
②对每一个λn 值,将回归模型(4)中的样本

(X,Y)随机分成5个相等的子集.
③将其中一份样本作为测试集 (Xtest,Ytest),剩

余样本作为训练集 (Xtrain,Ytrain).
④利用 (Xtrain,Ytrain)训练得到的线性模型(4)

计算 (Xtest,Ytest)对应的预测值Ypre,然后计算预测

误差Ri= (Ytest-Ypre)2.
⑤重复步骤③和④直到取遍②中所有的样本

子集作为测试集.
⑥取得到的5个预测误差的平均值作为λn 的

交叉验证误差估计Rcv(λn)∑
5

i=1
Ri/5.

⑦重复步骤②至⑥,直到取遍①中所有的 可
能值.

⑧最后选出最小交叉验证误差估计对应的
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λn 值.
第二阶段惩罚参数 (λn,γ1,γ2)的选取:
①记适当的γ1、γ2 取值范围分别为B1 和B2.
②对每一个(γ1,γ2)∈B1×B2(集合B1和B2

的笛卡尔积),按照第一阶段参数λn 的选取步骤,计
算λn 对应的最小交叉验证误差估计值.

③重复步骤②直到取遍B1×B2 中的所有组合
(γ1,γ2).

④最后在所有最小交叉验证误差估计值中选
取最小值所对应的 (λn,γ1,γ2).

3 数据分析
为检验TS-LASSO方法的有效性,本节先进行

不同类型的模拟序列检验,然后进行两组真实的地
震波数据检验.
3.1 模拟数据分析

依次对如下四个序列模型进行变点估计和模
型选择.其中,模型1为三阶平稳序列,用以检验
TS-LASSO 方法能否准确识别无变点序列以及对
模型选择的效果;当自回归模型阶数为零时,PSAR
模型则退化成独立样本下的均值变点模型,于是在
模型2中设置了均值变点序列;模型3和模型4为
一般形式的PSAR模型,分别为多变点一阶模型和
多变点混合阶数模型.各序列模型对应的时序图如
图1所示.

模型1 平稳AR(3)过程

yt=1.13yt-1-0.5yt-3+εt,1≤t≤1024.
  模型2 混合 {AR(0);AR(0)}过程

yt=
0.4+εt,1≤t≤512;
1.23+εt,513≤t≤1024. 

  模型3 混合 {AR(1);AR(1);AR(1)}过程

yt=
0.4yt-1+εt,1≤t≤512;
-0.6yt-1+εt,513≤t≤768;
0.5yt-1+εt,769≤t≤1024. 

  模型4 混合 {AR(1);AR(1);AR(3)}过程

yt=
0.5yt-1+εt,1≤t≤512;
0.9yt-1+εt,513≤t≤768;
0.6yt-1-0.51yt-3+εt,769≤t≤1024. 

  针对上述序列模型,在构造设计矩阵 X 时,本
文取自回归模型阶数p=5.参数λn 的备选值取
100个,参数γ1、γ2 的备选值设置在 {0,0.1,0.2,
…,2}范围内.在表1分别给出各模拟序列的 TS-
LASSO算法估计结果以及选定的具体惩罚参数
(λn,γ1,γ2).

从表1和图1中的结果可以看出:TS-LASSO
方法不仅能够准确地识别无变点序列(模型1),还
能对其模型进行正确地选择.对于模型2中的均值
变点,TS-LASSO方法的处理结果也是正确的.在
一般的PSAR序列(模型3、4)中,虽然在变点估计
上有一点偏差,但偏差范围都较小(10个样本点范
围内).考虑到模拟序列的生成过程中带有随机误
差,上述结果仍可以表明 TS-LASSO 方法是有效
的.值得注意的是,TS-LASSO 方法的模型选择结
果与真实模型都是一致的.此外,从各个模拟序列
的惩罚参数可以看出,关于滞后阶数的惩罚参数都
是非零的,这表明改进的自适应惩罚权重在变点估
计过程中是有作用的.

综上各模拟序列的估计结果,可以表明 TS-
LASSO方法对解决PSAR模型中的变点估计和模
型选择问题是有效的.接下来,在两组地震波数据
上进一步检验TS-LASSO方法有效性和实用意义.

图1 序列中的真实变点(垂直红虚线)和估计变点(垂直蓝实线)
Fig.1 Realchange-points(verticalreddottedline)andestimatedchange-points(verticalbluesolidline)insequences
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表1 模拟序列的TS-LASSO选择结果

Tab.1 ResultsbyTS-LASSOforsimulativesequences
模型 真实变点位置 估计变点位置 真实模型 选择模型 惩罚参数

1 无 无 (0,1,0,1,0,0) (0,1,0,1,0,0) (0.1147,0.7,0.6)

2 513 513
(1,0,0,0,0,0;
1,0,0,0,0,0)

(1,0,0,0,0,0;
1,0,0,0,0,0)

(0.0146,1.7,0.6)

3 513,769 514,763
(0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0)

(0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0)

(0.0042,0.9,0.4)

4 513,769 512,769
(0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,1,0,1,0,0)

(0,1,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,1,0,1,0,0)

(0.0025,0.8,0.1)

图2 地震波形序列

Fig.2 Seismicwaveformsequences

图3 各子序列不同模型阶数对应的BIC值

Fig.3 TheBICvaluefordifferentmodelordersofeachsub-sequence
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3.2 地震波数据分析
在地震研究领域中,地震P波和S波的初至时

刻是计算震源位置的必要参数[16].其中,P波属于
一种纵波,具有振幅小、传播速度快的特点,最先被
仪器检测到;S波属于一种横波,相比于P波,其传
播速度慢,随后被检测到.有关地震波初至时间的
自动拾取方法有许多,如Takanami等[16]基于同一
地震波形是一条稳态自回归序列的假设,通过计算
包含多个稳态地震波序列对应的最小AIC值,从而
有效地识别出P波的初至时刻.基于同样的假设,
本文运用TS-LASSO方法对两组地震波数据进行
震波初至时间的估计.

如图2中所示的两组采集自斯堪的纳维亚半岛
的地震波数据[17],它们都由P波和S波以及叠加在
其中的随机噪声波组成,其中1025位置(图2中的
垂直红虚线位置)对应S波的初至时刻.

TS-LASSO方法对上述地震波序列1的估计
变点位置为1027,与S波初至时刻(1025)很接近;
对地震波序列2的变点估计位置为1027、1309和
1448,其中的1027位置与S波初至时刻(1025)很接
近.此外,TS-LASSO方法对两地震波序列各自回

归模型的选择结果分别为V
︿
1 和V

︿
2:

V
︿
1=

0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0  ,

V
︿
2=

0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0  .

即各子序列皆满足2阶自回归模型.
为检验TS-LASSO方法对地震波的模型选择

是否准确,本文采用传统的BIC准则对分割后自回
归模型进行阶数的选择.如图3所示,从不同阶数对
应的BIC值变化趋势可以看出,各平稳序列在阶数
为2时对应的BIC值明显下降,且再提升阶数时,
BIC值下降幅度趋于平缓,这表明基于BIC准则得
到的各地震波模型阶数的选择与TS-LASSO方法
的结果 是 一 致 的.对 于 图2中 的 地 震 波2,TS-
LASSO方 法 还 得 到 两 个 未 知 原 因 的 变 点 估 计
(1309和1448).为检验变点估计的合理性,我们分
别对各子序列进行2阶自回归参数估计,结果如表
2所示.

表2 各地震波的AR参数估计

Tab.2 EstimationofARparametersofseismicwaves
地震波 子波 滞后一阶系数 滞后二阶系数

1
1 1.4451 -0.7863
2 1.8424 -0.9180

2

1 0.9098 -0.6610
2 1.3337 -0.7344
3 1.5593 -0.8800
4 1.6380 -0.8497

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

  从表2中可以看出,在两组地震波数据中,所有
子序列均为平稳的,且相邻地震波的自回归参数的
差距都比较大,这表明TS-LASSO方法的变点估计
结果是合理的.

综上地震波数据的检验结果表明,TS-LASSO
方法在解决PSAR模型的变点估计和模型选择问
题方面具有一定的实用意义.

4 结论
本文就具体的PSAR模型中的变点估计和模

型选择问题,采用一种TS-LASSO算法,实现了对
序列中的变点估计和模型选择问题的同时解决.采
用问题转换的方法,本文先利用恰当的设计矩阵,
将变点估计问题转化成线性回归模型中的变量选
择问题.在处理变量选择问题上,为实现各段平稳
序列的模型选择,采用单变量惩罚方法.先运用
LASSO算法得到变点的初步估计,以及各模型的
初步选择.然后,基于初步的估计结果,进一步采用
改进的自适应LASSO 算法,以剔除初步估计中的
多余变点,从而实现变点的一致估计和模型的准确
选择.为保证TS-LASSO方法的变点估计结果在大
样本情形下的有效性,研究了估计结果的渐近性
质.此外,对于特殊情形下的平稳自回归序列(无变
点序列)以及均值变化序列(阶数为零的PSAR 序
列),TS-LASSO算法也能进行有效的识别和估计.
最后,进行模拟序列和地震波序列检验,结果表明
TS-LASSO算法是有效的且具有一定的应用价值.

自回归模型是时间序列分析中最为常用的模
型之一,因为其对数据有着较为直观的模型解释
性.本 文 中 的 TS-LASSO 算 法 也 是 针 对 具 体 的
PSAR模型提出的.但在实际情况中,时间序列常表
现出更为复杂的变化规律.比如对金融股票价格收
益率序列的刻画,往往采用的是一种包含方差变化
规律的ARCH模型[18].总之,对复杂序列中变点推
断的研究会有更大的挑战,同时也具有更广的实用
意义,这也是未来我们需要努力的方向.
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