
续表2

θ0 a
γ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 γs

0.8
0.025 0.566 0.641 0.686 0.732 0.754 0.773 0.743 0.663 0.488 0.26 0.107 0.669
0.05 0.713 0.782 0.828 0.874 0.904 0.919 0.884 0.802 0.595 0.331 0.134 0.811
0.075 0.79 0.845 0.894 0.932 0.956 0.961 0.947 0.874 0.664 0.356 0.135 0.863

0.9
0.025 0.329 0.424 0.523 0.638 0.69 0.719 0.694 0.606 0.421 0.238 0.118 0.639
0.05 0.449 0.548 0.658 0.767 0.831 0.867 0.845 0.748 0.549 0.333 0.186 0.781
0.075 0.512 0.64 0.75 0.838 0.89 0.935 0.931 0.82 0.649 0.428 0.25 0.841



3.3 实证分析
消费者价格指数(consumerpriceindex,CPI)

用来表示通货膨胀的程度,是反映一国经济发展情
况的一个非常重要的经济指标.将美国1970年至
1990年共21年的平均CPI[14]转换为环比增长率数
据,如图5所示.在不同的调节参数取值的情况下,
应用CUSUM方法估计该数据序列的均值变点位
置,结果如表3所示.由表3的估计结果可以看到,
调节参数γ 的选取对变点估计的结果会有影响,在
调节参数γ 取值较小时,CUSUM 方法估计得到的
变点位置为1981年,而在调节参数γ 取值较大时,
估计得到的变点位置为1982年.

图5 美国1971年至1990年CPI环比增长率数据

Fig.5 Year-to-yeargrowthrateofUSannual
averageCPIfrom1971to1990

表3 不同调节参数情况下的变点估计结果

Tab.3 Change-pointestimationsunderdifferent
valuesoftuningparameter

year k
︿ γ

1981 11 0
1981 11 0.1
1981 11 0.2
1982 12 0.3
1982 12 0.4
1982 12 0.5
1982 12 0.6
1982 12 0.7
1982 12 0.8
1982 12 0.9

  为检验本文提出的基于数据驱动的调节参数
选择算法在实际应用中的有效性,将其应用到上述
美国CPI变点估计问题中.令调节参数γ 的可能取

值集为γ= j
200
,j=1,2,…,200  ,应用所提出的基

于数据驱动的调节参数γ 的选取方法,选定1971年
至1990年美国年度平均CPI环比增长率数据所适
用的调节参数γs=0.24,并计算CUSUM型变点估
计量(2),得出变点估计位置为1982年.

王伟[15]利用基于 M 估计的线性回归模型检验
1970年至1990年美国年度平均CPI的变点时,将
1981年作为变点.我们应用CUSUM方法给出美国
CPI的变点估计值为1982年,更符合实际.因为美
国在20世纪70年代通货膨胀严重,出现了经济萧
条的情况,1980年至1982年期间经历了第二次经
济危机,后来经过一系列的宏观调控,1982年结束
了经济危机,扭转了通货膨胀的态势,1983年恢复
了经济增长,所以我们认为1982年为美国消费者价
格指数的变点更合适.

4 结论

CUSUM方法作为变点检测和估计最常用的非
参数方法之一,其调节参数取值的选择一直备受关
注.本文分别对独立样本和相依样本序列,通过蒙
特卡罗模拟方法探究了调节参数取值对CUSUM
型变点估计量的估计效果的影响,并提出了一种基
于数据驱动的调节参数选取法,证明了该方法的稳
健性,这为带有调节参数的CUSUM 方法在变点问
题统计推断中的应用提供了理论支撑.实证分析显
示,基于数据驱动方法给出的调节参数取值在实际
数据分析中具有明显的应用价值.但是模拟结果同
时发现,基于数据驱动方法给出的调节参数取值并
不是最优的,如何基于数据驱动方法给出一个最优
的调节参数取值,这将是后续需要解决的问题.
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摘要:利用连续时间时齐马尔可夫链构建关于保险失效或退保概率的预测模型,用以计算任一时
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事件,因此使用多阶段的马尔可夫链模型来刻画这一特点,即在发生离散事件的特定时刻,定义一
个跳跃矩阵描述该时刻的状态转移情况.将该模型应用到保险公司的寿险失效或退保概率的研究
中,通过实际的数据对模型参数进行估计和校准,通过校准的马尔可夫链模型对其寿险失效或退保
概率进行预测并得到较好的预测结果.
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ZHANGYing
(SchoolofMathematicsSciences,UniversityofScienceandTechnologyofChina,Hefei230026,China)

Abstract:Thecontinuous-timetime-homogeneousMarkovchainwasusedtoconstructapredictionmodel
abouttheprobabilityofinsurancelapseorsurrendertocalculatetheprobabilityofbeinginvariousstates
atanytime,andaparameterestimationmethodwasgiven.Inreality,thestateoftheinsurancepolicy
wouldhavediscreteeventsataspecifictime,sothe multi-stage Markovchain modelwasusedto
characterizethisfeature.Thatwas,ataspecifictimewhenadiscreteeventoccurs,ajumpmatrixwas
definedtodescribethestatetransitionatthespecifictime.Themodelwasappliedtothestudyofthelife
insurancelapseorsurrenderprobabilityofinsurancecompanies,andthemodelparameterswereestimated
andcalibratedbyactualdata.Finally,thecalibratedMarkovchainmodelwasusedtopredictthelife
insurancelapseorsurrenderprobabilityandagoodpredictionresultwasobtained.
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0 引言
退保行为主要发生在寿险行业中,投保人在保

险期内可申请退保.孙蓉等[1]指出退保行为不仅会
降低保险公司的利润,如果退保金额过大,还可能
会带来现金流中断的危险.因此保险公司一直对退
保行为感到担忧,而险种的退保概率则直接反映了
保险公司退保行为发生的严重程度,故对退保概率
的建模和预测一直是保险公司研究的主要课题
之一.

目前,对退保问题的研究主要集中在退保行为
及其影响因素上面,文献[2-5]分析了一些宏观与微

观因素对退保行为的影响.Milhaud[6]利用外源性
和内源性的风险因素对退保行为进行建模.毕泗锋
和亓超[7]从人的认知偏差角度来研究影响退保行为
的因素.王向楠[8]利用计数模型和负二项回归从产
品结构角度实证研究中国寿险产品的退保问题.郭
春燕[9]利用Cox比例危险模型,根据不同的数据特
点,对退保率建立了不同的预测模型.Kim[10]通过
利率与失业率等影响因素,利用Logit和CLL模型
来研究投保人的退保行为.Neves等[11]则提出了多
阶段随机模型,利用投保人变量和金融变量来预测
退保率.

我们注意到寿险涉及多状态转移的问题,即投



保人在投保之后保单状态可以随着时间转换成其
他状态,因此,本文利用时齐马尔可夫链(简称马氏
链)来构建关于失效或退保概率的预测模型,并且
在发生离散事件的时刻定义一个跳跃矩阵来描述
状态转移情况.通过保险公司实际数据对模型常数
强度矩阵和跳跃矩阵进行参数估计与校准,进而可
得到险种各状态分布的概率预测值.最后将我国某
寿险公司的六种险种的数据代入模型中,在固定样
本的前提下,可以得到保单在投保后每一年的失效
或退保概率,结果表明此模型有较好的预测效果.

1 马尔可夫链相关理论基础
设 (Ω,F,PP)为一完备的概率空间.在该概率

空间下,设 M ={Mt}t≥0 为一连续时间有限状态马
氏链.不失一般性,设其状态空间为 H={1,2,…,
H},H 为马氏链的状态个数.设 Ft =σ(Ms;s∈
[0,t]),t≥0,为由马氏链 M 生成的自然σ 代数
流,于是当s <t 时,Fs ⊆ Ft.现在,假设 M =
{Mt}t≥0 为时齐的马氏链,这意味着对 ∀s,t≥0,
其转移概率函数为

pij(t)=
△PP(Mt+s =j|Ms =i),∀i,j∈H.

则马氏链M ={Mt}t≥0 的转移概率矩阵族P(t)=
[pij(t)]1≤i,j≤H,t ≥ 0, 此 处 P(0)= Id =
[δij]1≤i,j≤H,其中δij =1{i=j}.进一步,文献[12]可
知下面的极限存在:

qij =△lim
t↓0

pij(t)-pij(0)
t =lim

t↓0

pij(t)-δij

t
,

∀i,j∈H.
称Q=[qij]1≤i,j≤H 为马氏链M 的强度矩阵.注意到
由于马氏链 M 为时间齐次的,那么其强度矩阵Q
为常数矩阵.文献[13]指出时齐马氏链M 的转移概
率矩阵P(t)与强度矩阵Q 的关系为

P(t)=etQ =∑
∞

n=0

Qntn

n!
,∀t≥0.

设 H 维行向量

μ→0=[μ0(i)]1≤i≤H =[PP(M0=i)]1≤i≤H

表示马氏链M 在概率测度PP下的初始概率分布.同
样地,对任意t≥0,用向量μ→t =[μt(i)]1≤i≤H =
[PP(Mt=i)]1≤i≤H 表示马氏链M 在概率测度P下
的t时刻概率分布.则对 ∀t≥0有

μ→t=μ→0P(t)=μ→0etQ.

2 基于马尔可夫链的多状态转移数
学模型及其求解

2.1 变量定义
设 H = {1,2,…,H}是 保 单 的 状 态 集 合.

τn
i(n∈NN)是指保单在发生第n-1次状态转移时
到达状态i后停留在状态i的时长.ηn

i(n∈NN)取
值于H\{i},是指保单在第n-1次状态转移时到达
状态i,发生第n 次状态转移时,保单由状态i转移
出去后所到达的状态.随机过程X ={Xt}t∈[0,T]取
值于H,代表保单在时间 [0,T]内的状态转移过

程.设μ→t =[PP(Xt =i)]1≤i≤H 代表随机过程X =
{Xt}t∈[0,T]在时刻t∈ [0,T]时的概率分布.
2.2 模型假设

现在对模型进行如下假设:
(A1)保单在时间 [0,T)内任意时刻都可能发

生状态转移,即随机过程X 在时间[0,T)内是连续
时间状态转移过程.如果保单在 [0,T)内发生状态
转化,则只能转化成 {1,2,…,m}(m ∈NN,1≤m
≤H)中的任意状态,随机过程X ={Xt}t∈[0,T]的
分布μ→t 关于t∈ [0,T)连续.

(A2)保单在时刻T 时发生离散状态转移事
件.保单在时刻T 可以转化成 {1,2,…,m,m +1,
…,H}中的任意状态,随机过程X={Xt}t∈[0,T]的
分布μ→t 在t=T 处不连续,发生跳跃.

(A3)随机过程X ={Xt}t∈[0,T]在t∈ [0,T)
是 连 续 时 间 时 齐 马 氏 链,且 强 度 矩 阵 Q =
[qij]1≤i,j≤H 存在.
2.3 模型分析

由于T 时刻发生的离散事件导致分布μ→t 在t=
T 处发生跳跃,即μ→T- 向μ→T 跳跃了一下,因此本文
从时间 [0,T)内发生状态转移和时刻T 时发生状
态转移两部分来对模型进行分析.
2.3.1 [0,T)内状态转移的连续过程分析

由文献[14]对连续时间时齐马氏链的构造可
知保单的停留时长和转出状态满足下面三个条件:

(a)对 每 个 给 定 的 状 态i ∈ H,停 留 时 长

τn
i(n∈NN)同分布于参数为ri=-qii 的指数分布.
(b)对 每 个 给 定 的 状 态i ∈ H,转 出 状 态

ηn
i(n∈NN)取值于 H\{i},并且同分布,它的概率
分布为

PP(ηn
i =j)=-

qij

qii
,∀j≠i.

  (c)随机变量 {τn
i,ηn

i}i∈H,n∈NN 相互独立.
进一步,由模型假设(A1)和假设(A3)可知:若

随机过程X ={Xt}t∈[0,T]的初始状态X0 的分布为

μ→0,而随机过程X={Xt}t∈[0,T]在t∈[0,T)是连
续时间的时齐马氏链,则对 ∀t∈ [0,T),随机过
程X ={Xt}t∈[0,T]的分布μ→t 为

μ→t=μ→0etQ.
2.3.2 T 时刻的状态转移情况分析

由假设(A2),随机过程X={Xt}t∈[0,T]的分布

μ→t 在t=T 处不连续,发生跳跃,不妨定义μ→T- 到

μ→T 之间的变换矩阵为跳跃矩阵J,即μ→T =μ→T-J.
由于μ→t=μ→0etQ 关于t∈ [0,T)是连续函数,于是

μ→T-=μ→0e
(T-)Q =μ→0eTQ.进一步,可以得到随机过程

X ={Xt}t∈[0,T]在T 时刻的分布μ→T 为

μ→T =μ→0eTQJ.
2.4 模型求解

2.4.1 强度矩阵Q 的对角元素的估计
假设对样本进行n(n∈NN)次独立随机抽样,

在第k(k∈NN,k≤n)次抽样中,对每个给定的状
态i∈H,有mk(i)次到达状态i,停留的时间依次
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为tk
1(i),tk

2(i),…,tk
mk(i)(i),我 们 定 义 统 计 量

Tii(n)为

Tii(n):=
∑
n

k=1

(∑
mk(i)

α=1
tk

α(i))

∑
n

k=1
mk(i)

,i∈H,n∈NN.

于是有如下主要结果:
定理2.1 假设对每个给定的状态i∈H,停留

时长τn
i(n∈NN)满足模型分析部分的条件(a)和条

件(c),那么连续时间时齐马氏链的强度矩阵Q 的
对角元素qii 的统计量为

q
︿
ii(n)=-

1
Tii(n)=-

∑
n

k=1
mk(i)

∑
n

k=1
∑
mk(i)

α=1
tk

α(i)  
,

i∈H,n∈NN.
并且有

E[q
︿
ii(n)]→qii,n→ ∞,

即,q
︿
ii(n)是qii 的渐进无偏估计.
证明 由模型分析部分的条件(a)、条件(c)和

独立随机抽样可知,对于给定的状态i∈H和任意
的整数k,α(1≤k≤n,1≤α≤mk(i)),tk

α(i)独
立同分布于参数为 -qii 的指数分布,即随机变量

tk
α(i)的概率密度函数为

f(x)=
-qiieqiix,x≥0;
0,x<0. 

则随机变量tk
α(i)的数学期望为

E[tk
α(i)]=-

1
qii
,∀i∈H.

即可知对 ∀n≥1,Tii(n)的数学期望为

E[Tii(n)]=
∑
n

k=1
∑
mk(i)

α=1
E[tk

α(i)]  

∑
n

k=1
mk(i)

=

∑
n

k=1

(-mk(i)
1
qii
)

∑
n

k=1
mk(i)

=-
1
qii
,

即得Tii(n)是-
1
qii

的无偏估计.再由强大数定律

可知PP-a.s.,

Tii(n)→-
1
qii
,n→ ∞.

即在概率测度PP,Tii(n)几乎处处收敛到-1/qii.

现在定义函数g(x):=-
1
x
,其中x>0,则g

在 (0,+∞)上连续.那么应用连续映射定理可知

PP-a.s.,

g(Tii(n))→g(-
1
qii
),n→ ∞,

也就是PP-a.s.,

-
1

Tii(n)→qii,n→ ∞.

进一步,应用有界收敛定理,得到

E[-
1

Tii(n)
]→qii,n→ ∞.

即q
︿
ii(n)是qii 的渐进无偏估计.

2.4.2 强度矩阵Q 的非对角元素的估计
假设对样本进行n(n∈NN)次独立随机抽样,

在第k(k∈NN,k≤n)次抽样中,对每个给定的状
态i∈H,有mk(i)次到达状态i,停留完成后进行
转移,其中有mk(i,j)次由i状态转移至j(j∈H,
j≠i)状态.定义统计量Tij(n)为如下形式:

Tij(n)=
∑
n

k=1
mk(i,j)

∑
n

k=1
mk(i)

,i,j∈H,i≠j,n∈NN.

  于是有如下定理:
定理2.2 假设对每个给定的状态i∈H,停留

时长τn
i(n∈NN)和转出状态ηn

i(n∈NN)满足模型
分析部分的条件(a)~(c),那么连续时间时齐马氏
链的强度矩阵Q 的非对角元素qij(j∈H,i≠j)
的统计量为

q
︿
ij(n)=

Tij(n)
Tii(n)=

∑
n

k=1
mk(i,j)

∑
n

k=1

(∑
mk(i)

α=1
tk

α(i))
,

i,j∈H,i≠j,n∈NN













(1)

进一步,我们有

E[q
︿
ij(n)]→qij,n→ ∞,

即,q
︿
ij(n)是qij 的渐进无偏估计.
证明 由模型分析部分的条件(a)~(c)和独立

随机抽样知:随机变量mk(i,j)是mk(i)个独立同
分布的 伯 努 利 分 布 随 机 变 量 的 和,即 随 机 变 量

mk(i,j)的概率分布为

PP(mk(i,j)=m)=       
mk(i)
m  -

qij

qii  
m

1+
qij

qii  
mk(i)-m

.

则可得Tij(n)的数学期望为

E[Tij(n)]=
∑
n

k=1
E[mk(i,j)]

∑
n

k=1
mk(i)

=

∑
n

k=1

(-mk(i)·
qij

qii
)

∑
n

k=1
mk(i)

=-
qij

qii
.

即Tij(n)是-
qij

qii
的无偏估计.再由强大数定律可
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知PP-a.s.,

Tij(n)→-
qij

qii
,n→ ∞.

  因为前面已经得到-
1

Tii(n)→qii,n→∞,则

有PP-a.s.,

-
1

Tii(n)
,Tij(n)  → qii,-

qij

qii  ,n→ ∞.

  现在定义二元函数g(x,y):=-xy,其中x,
y∈RR,则函数g 在RR2 上连续.因此应用连续映射
定理得PP-a.s.,

g -
1

Tii(n)
,Tij(n)  →gqii,-

qij

qii  ,n→ ∞,
即PP-a.s.,

Tij(n)
Tii(n)→qij,n→ ∞.

  再应用有界收敛定理得

E
Tij(n)
Tii(n)




 




 →qij,n→ ∞.

即q
︿
ij(n)是qij 的渐进无偏估计.

2.4.3 跳跃矩阵J 的估计
假设对样本进行n(n∈NN)次独立随机抽样,

对每个给定的状态i∈H,在T 时刻状态为i的样
本数为n(i),在n(i)个样本中,在T 时刻由状态i
转移至状态k∈H的样本数为n(i,k),于是有如下
定理:

定理2.3 假设对每个给定的状态i∈H,在T
时刻状态分布的变换矩阵为跳跃矩阵J,那么跳跃

矩阵J 的元素jik(k∈H)的统计量j
︿
ik(n)为

   j
︿
ik(n)=

n(i,k)
n(i)

,i,k∈H,n∈NN (2)

进一步,有
E[j

︿
ik(n)]=jik,

即,j
︿
ik(n)是jik 的无偏估计.
证明 由于保单状态在T 时刻的转移概率矩

阵为J,再由模型假设和随机抽样可知n(i,k)是
n(i)个独立同分布的伯努利分布随机变量的和,即
随机变量n(i,k)的概率分布为

PP(n(i,k)=m)= n(i)
m  jm

ik(1-jik)n(i)-m.

因此可得j
︿
ik(n)的数学期望为

E[j
︿
ik(n)]=

E[n(i,k)]
n(i) =

n(i)·jik

n(i) =jik.

由此可知j
︿
ik(n)是jik 的无偏估计.再由强大数定

律可知PP-a.s.,
j
︿
ik(n)→jik,n→ ∞.

得证.
2.5 马氏链模型的概率分布预测

由前面建立的连续时间时齐马氏链数学模型
可知:给定初始分布μ→0,对任意t∈ [0,T],随机过
程X ={Xt}t∈ [0,T]在t时刻的分布μ→t 为

μ→t= μ→0etQ,0≤t<T;
μ→0eTQJ,t=T. 

  通过对样本进行n(n∈NN)次独立随机抽样以
及前面的参数估计,可以得到强度矩阵Q 的参数估

计Q
︿(n)=[q

︿
ik(n)]1≤i,k≤H,也可以得到跳跃矩阵J

的参数估计J
︿(n)=[j

︿
ik(n)]1≤i,k≤H .将 Q

︿(n)和

J
︿(n)代入上式就能得到随机过程X ={Xt}t∈ [0,T]
在t∈ [0,T]时的预测分布 μ→

︿

t(n)为

μ→
︿

t(n)= μ→0etQ
︿(n),0≤t<T;

μ→0eTQ︿(n)J
︿(n),t=T (3)

因此有如下定理:
定理2.4 假设对每个给定的状态i∈H,停留

时长τn
i(n∈NN)和转出状态ηn

i(n∈NN)满足模型
分析部分的条件(a)~(c),那么对∀t∈ [0,T],式

(3)中的 μ→
︿

t(n)即为分布μ→t 的统计量,并且有

μ→
︿

t(n)→μ→t,∀t∈ [0,T],n→ ∞,

即,μ→
︿

t(n)为μ→t 的渐进无偏估计.
证明 由定理2.1和定理2.2可知参数估计

Q
︿(n)是强度矩阵Q 的渐进无偏估计.现在定义函

数g(x)=△μ→0etx,其中x∈RRH×H,则g 在RRH×H 上
连续.应用连续映射定理可得PP-a.s.,

g(Q
︿(n))→g(Q),n→ ∞,

即PP-a.s.,

μ→
︿

t(n)=μ→0etQ
︿(n)→μ→0etQ,∀t∈ [0,T),

即得在t∈ [0,T)时,μ→
︿

t(n)是μ→t 的渐进无偏估
计.进一步,应用定理2.3得PP-a.s.,

J
︿(n)→J,n→ ∞.

因此有PP-a.s.,

(μ→
︿

t(n),J
︿(n))→ (μ→t,J),n→ ∞.

  现在定义函数l(x,y):=μ→0etxy,其中x,y∈
RRH×H,则函数l在RRH×H×RRH×H 上连续.那么应用
连续映射定理得PP-a.s.,

l(μ→
︿

t(n),J
︿(n))→l(μ→t,J),n→ ∞,

即有PP-a.s.,

μ→
︿

T(n)→μ→0eTQJ,n→ ∞.
  进一步,由有界收敛定理得

E[μ→
︿

T(n)]→μ→0eTQJ,n→ ∞,

即证得 μ→
︿

T(n)是μ→T 的渐进无偏估计.
2.6 多阶段马氏链模型概率分布预测

在前面的讨论中,本文考虑的是在时间 [0,T]
内的马氏链数学模型,它是一阶段多状态转移的数
学模型,接下来考虑多阶段的多状态转移问题.现
在对于n≥1,定义随机过程X'={X't}t∈[0,Tn]

,其
包 含 n 个 阶 段,X1 = {X't}t∈[0,T1],X

2 =
{X't}t∈ [T1,T2],…,Xn ={X't}t∈[Tn-1

,Tn]
,假设每

个阶段都服从本文前面讨论的一阶段的模型.设υ→t

代表随机变量X't 的分布,其中t∈ [0,Tn].进一
步,对第i(1≤i≤n)个阶段进行参数估计可以得

到强度矩阵和跳跃矩阵的估计Q
︿
i 和J

︿
i(1≤i≤
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n).现 在 考 虑 第i(1<i≤n)个 阶 段,即t ∈
[Ti-1,Ti],显然第i个阶段的初始分布的估计为
υ→Ti-1

,则应用定理2.4可知当i=2,3,…,n时,t时

刻分布的估计为

υ→
︿

t=υ→Ti-1e
(t-Ti-1

)Q︿i,Ti-1 <t<Ti;

υ→
︿

Ti =υ→Ti-1e
(Ti-Ti-1

)Q︿iJ
︿
i,t=Ti  (4)

3 实证分析
为了检测本文马氏链模型的预测效果,我们将

国内某寿险公司六种保险的保单数据应用于本文
的马氏链模型中,数据来源于该寿险公司的个人保
单信息原始数据.险种1~6分别为分红终生寿险、
定价利率为7.5%的终生寿险、定价利率为2.5%的
终生寿险、定价利率为2.5%的两全保险、定价利率
为5.0%的两全保险、定价利率为5.0%的终生寿
险.此次实证中分段考虑的时间间隔为1年,由于失
效行为只能在保单年度末被保险公司发现,故将跳
跃矩阵J 产生的时刻选为保单年度末.实际上,在
保单到达满期之前可能发生如图1所示的状态转
移,箭头表示转移方向.

图1 保单状态转移情况

Fig.1 Statetransitionofinsurancepolicy

用数字1~6分别表示保单状态有效、失效、失
效1年、永久失效、退保和理赔终止.则状态集合
H={1,2,3,4,5,6}.由图1可知强度矩阵Q 和跳跃
矩阵J 可分别表示为

Q=

q11 q12 0 0 q15 q16
q21 q22 q23 0 q25 0
q31 0 q33 q34 q35 0
0 0 0 q44 q45 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

























,

J=

j11 j12 0 0 j15 j16
j21 j22 j23 0 j25 0
j31 0 j33 j34 j35 0
0 0 0 j44 j45 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

























.

  由于失效行为只能在保单年度末才能被保险
公司发现,而强度矩阵 Q 所在的时间范围为 [0,
T),因此q12,q23,q34 为0.再利用强度矩阵对角元

素 qii=- ∑
j∈H,j≠i

qij,那么对于强度矩阵Q 需要估

计的元素为q15,q16,q21,q25,q31,q35 和q45.
同样的,由于保单年度末为跳跃矩阵J 产生的

时刻,因此j15,j16,j21,j25,j31,j35 和j45 均为0,由
失效状态转为失效1年的概率为1,即j23=1.同样
的由失效1年转为永久失效状态的概率也是1,即

j34=1.再由jii=1- ∑
k∈H,k≠i

jik 可知对于跳跃矩阵J

需要估计的元素为j12.
现在利用实际数据来对q15,q16,q21,q25,q31,

q35,q45 和j12 进行估计.在固定样本的前提下,利用
数据可以得到在n(n ∈ NN)次随机抽样中由状态

i(i∈H)转移至状态j(j∈H,j≠i)的总次数

∑
n

k=1
mk(i,j)和n 次抽样中到达状态i时停留的总

时长∑
n

k=1

(∑
mk(i)

α=1
tk

α(i)),利用式(1)即得强度矩阵Q 的

非对角元素qij(i≠j)的估计值,再利用qii=
- ∑

j∈ H,j≠i
qij 可以得到qii 的估计值.同样可以得到在

T 时刻的状态为i(i∈H)的样本数n(i),和在T
时刻由 状 态i 转 移 至 状 态k(k ∈ H)的 样 本 数

n(i,k),利用式(2)可得跳跃矩阵J 的元素jik 的估
计值,即得j12的估计值,再由j11=1-j12可以得到

j11 的估计值.利用式(4)可以得到各阶段的概率分
布的预测,即可以得到保单在生效之后每年转变成
退保或者失效的概率.将得到的预测值与实际值进
行对比,得到如图2所示的结果.由图2可看出本文
模型有较好的预测效果.

为了更加精准地分析此模型的预测效果,现在
对其进行误差分析,计算误差的公式为

误差=|预测值-真实值|/真实值.
由于在本次实证中需要估计的是保单生效后

每年的强度矩阵和跳跃矩阵,因此实证中的预测误
差也主要是在估计强度矩阵和跳跃矩阵时产生的.
在马氏链模型的假设条件中,我们假设在时间 [0,
T)内保单状态服从连续时间时齐马氏链,因此它
的强度矩阵Q 为常数矩阵,而在实证中将T 取为
保单年度末,即在一整年的时间里,马氏链模型的
强度矩阵Q 都为一个常数,因此会对预测值产生
一定的影响.跳跃矩阵J 是在保单年度末产生的,
其代表着在保单年度末保单状态转移情况的概率
转移矩阵,在样本足够大的情况下得到的估计值
与真实值相近,因此跳跃矩阵J 的估计也会对预
测值产生影响.

我们利用本文的马氏链模型和数据得到107个误
差值,结果如表1所示.由表1可以发现误差较大(误
差值大于7%)的预测值共有6个,占全部预测值的5.
6%,可见此模型在实际中能起到较好的预测效果.
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