
第50卷第7期 Vol.50,No.7
2020年7月 JOURNALOFUNIVERSITYOFSCIENCEANDTECHNOLOGYOFCHINA Jul.2020
文章编号:0253-2778(2020)07-0901-05

  收稿日期:2020-04-20;修回日期:2020-06-08
基金项目:安徽省高校自然科学研究重点项目(KJ2018A0363,KJ2019A580),国家自然科学基金青年基金(11871447,11801393),江苏

省自然科学基金(BK20180831)资助.
作者简介:汪志华,男,1979年生,博士生/讲师.研究方向:计算几何.E-mail:zhihuaw@mail.ustc.edu.cn
通讯作者:康红梅,博士/副教授.E-mail:khm@suda.edu.cn

使用三角网格上的样条求解带有非齐次边界的PDE
汪志华1,2,3,康红梅1,4

(1.中国科学技术大学数学科学学院,安徽合肥230026;2.上海财经大学浙江学院公共基础部,浙江金华,321013;
3.安庆师范大学数理学院,安徽安庆246133;4.苏州大学数学科学学院,江苏苏州215006)

摘要:对于带有齐次边界的PDE问题,可以在基于Ⅱ型三角剖分的样条空间S1,0
2 (Δ(2)

mn)上直接进
行求解.对于带有非齐次边界的PDE问题,由于S1,0

2 (Δ(2)
mn)的基函数在边界上全部退化零,因此如

果仍然在S1,0
2 (Δ(2)

mn)上进行求解,得到的解通常是不收敛的.针对这一问题,在基于Ⅱ型三角剖分
的样条空间S1,0

2 (Δ(2)
mn)与S1

2(Δ(2)
mn)上,将S1,0

2 (Δ(2)
mn)的基函数与S1

2(Δ(2)
mn)中那些支撑中心位于参

数域边界之外所有的基函数合在一起构成了一组混合样条基函数,并通过这组混合样条函数对带
有非齐次边界的PDE问题进行求解.实验结果表明这个方法得到解是收敛的.
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Abstract:ThesplinespacesS1,0
2 (Δ(2)

mn)definedontypeⅡregulartriangulationaredirectlyusedtosolvethe
PDEproblemswithhomogeneousboundary.ForthePDEproblemswithnonhomogeneousboundary,the
solutionsobtainedusuallydonotsatisfytheconvergencepropertiesiftheyarestillsolvedinthespline
spacesS1,0

2 (Δ(2)
mn),becausethebasisfunctionsofS1,0

2 (Δ(2)
mn)vanishontheboundaryoftheparameter

domain.Here,basedonthesplinespacesS1,0
2 (Δ(2)

mn)andS1
2(Δ(2)

mn)definedontypeⅡregulartriangulation,
asetofblendedsplinebasisfunctionswereformedbycombiningthebasisfunctionsofS1,0

2 (Δ(2)
mn)withthe

basisfunctionsofS1
2(Δ(2)

mn)whosesupportcentersarealloutsidetheboundaryoftheparameterdomain.
TheblendedsplinefunctionswereusedtosolvethePDEproblem withnonhomogeneousboundary.
Experimentresultsshowthatthesolutionsobtainedbythismethodareconvergent.
Keywords:splinefunctionsbasedontypeⅡtriangulation;nonhomogeneousboundary;PDE

0 引言
在复杂几何物体的建模、数值逼近,特别是在

有限元分析等领域中,三角剖分上的多项式样条广
受欢迎.与张量积形式的样条相比较,三角剖分上
的样条有着更大的拓扑灵活性,同时具有更少的自
由度,即在同样光滑度要求下,其基函数的次数要
求更低.传统的有限元空间通常定义在一个没有悬
挂点的三角剖分上.当构造满足一定光滑度的有限

元空间时,可以通过提高基函数的次数来达到约束
条件,如利用五次多项式使其具有足够的自由度满
足全局的C1 连续性的Argyis元方法.但考虑到高
次多项式在实际应用中的各种局限,另一种方法则
更为可行,其思路是将当前的每个单元进一步剖分
成更小的三角形,从而达到C1 连续性约束.Hsich-
Clough-Tocher(HCT)三角形元将一个三角形元剖
分成三个子三角形,从而满足C1 连续性.Powell-
SabinB样条是C1 连续的二次样条,它通过将每个



单元剖分成6个小三角形来满足 C1 连续 性 要
求[1-2].等几何分析是当前的研究热点之一.Speleers
等构造了分层Powell-SabinB样条,并探讨了其在
等几何分析中的应用[3-4].

对于任意的三角剖分,定义在其上的样条空间
的维数仍是研究难点之一,到目前为止,这一问题
并没有得到解决,因为它不仅与剖分的拓扑性质有
关,而且依赖于剖分的几何信息.在实际应用中,考
虑任意剖分上的样条不是一个经济的选择.这是因
为定义其上的样条空间的基函数难以构造,而且通
常伴随的是次数较高的代价,这既加大了计算的复
杂度,同时又给样条的控制带来了挑战.目前,发展
较为成熟的有两类规则的三角剖分:Ⅰ型三角剖分
与Ⅱ型三角剖分.文献[5]详细地研究了这两类
剖分.

文献[6,9]将层次B样条的构造方法推广到规
则三角剖分之上,得到一个具有嵌套结构的二元B
样条空间序列,并利用这一样条空间序列进行了曲
面拟合及求解椭圆微分方程.对带有齐次边界的
PDE问题,我们通常可以直接在规则Ⅱ型三角剖分
上的样条空间S1,0

2 (Δ(2)
mn)进行求解.由于样条空间

S1,0
2 (Δ(2)

mn)中所有的基函数在正方形区域D =[0,
1]􀱋 [0,1]的边界上全部退化零,因而对于带有非
齐次 边 界 的 PDE 问 题,如 果 仍 然 在 样 条 空 间
S1,0
2 (Δ(2)

mn)上直接进行求解,则得到的解一般是不
收敛的.本文将针对这一问题进行讨论.考虑到
S1
2(Δ(2)

mn)中所有支撑中心在边界之外的基函数在
边界上均有支撑,即在边界上均不为零,因此,我们
的思路是将这些基函数与S1,0

2 (Δ(2)
mn)的基函数合在

一起,构成一个新的混合样条空间B ,然后用它求
解带有非齐次边界的PDE问题.

1 规则Ⅱ型三角剖分上的样条
在本节中,我们简单地介绍一下规则Ⅱ型三角

剖分上的样条空间的构造,详情则请参看文献[5].
所谓的Ⅱ型三角剖分是将一个均匀矩形剖分

的每个小矩形单元两条对角线均连接起来而形成
的三角剖分,如图1所示.设单位正方形区域 D =
[0,1]􀱋 [0,1],通常区域D 上的Ⅱ型三角剖分记
为Δ(2)

mn ,剖分线分别为
mx=i,i=1,…,m-1;
ny=j,j=1,…,n-1;

ny-mx=h1,h1=-n+1,…,m-1;
ny+mx=h2,h2=1,…,m+n-1.

图1 Ⅱ型三角剖分

Fig.1 TypeⅡtriangulation

  将定义在Ⅱ型三角剖分上的样条函数空间记
为Sμ

k(Δ(2)
mn),这里的k与μ 分别是样条的次数与光

滑度.Sμ
k(Δ(2)

mn)的构造及维数问题在文献[5-9]中
均有详细的讨论,这里不再赘述.

命题1.1[5] Sμ
k(Δ(2)

mn)的维数公式为

dimSμ
k(Δ(2)

mn)=
k+2
2  +         

(3m+3n-4)k-μ+1
2  +

mnk-2μ
2  +(m-1)(n-1)dμ

k(4),

其中,

dμ
k(4)=

1
2k-μ- μ+1

3    +
·

(3k-5μ+3μ+1
3  +1).

  要使得基函数具有局部支撑性,样条函数的次

数k与光滑度μ 应满足约束k>
4μ+1
3 .

  在上述约束条件下,S1
2(Δ(2)

mn)与S2
4(Δ(2)

mn)是应
用中最为感兴趣的样条空间.为了讨论的需要,我
们简单地介绍一下样条空间S1

2(Δ(2)
mn)中具有局部

支撑的基函数的构造过程.B(x,y)为样条空间
S1
2(Δ(2)

mn)中的一个基函数,图2为它的支撑集、
Bézier纵标及其图像.其支撑集是如图2(a)中的八

边形Q ,其中心为 (1
2
,1
2
).B(x,y)关于x=0,

y=0,x+y=0,x-y=0对称.图2(a)还给出了一
些三角形上的Bézier纵标,根据对称性可以得到其
他三角形内的Bézier纵标.

图2 基函数B(x,y)的支撑集Q(a)和图像(b)
Fig.2 ThesupportQ (a)andthegraph(b)of

thebasisfunctionB(x,y)

现在将B(x,y)平移得到Bij(x,y):
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Bij(x,y)=B(mx-i+
1
2
,ny-j+

1
2
).

  记
B= Bij(x,y):(i,j)∈E,(i,j)≠ (i0,j0)  ,
E= (i,j):i=0,1…,m+1;j=0,1,…,n+1   

(1)
式中,(i0,j0)为E 中任意一个指标.由于

#B=(m+2)(n+2)-1=dimS1
2(Δ(2)

mn),
再考虑到B 中函数是线性无关的,因此B 中的全体
函数就构成了样条空间S1

2(Δ(2)
mn)的一组基函数.

S1,0
2 (Δ(2)

mn)是指定义如下的样条空间[6]:
S1,0
2 (Δ(2)

mn)={s∈S1
2(Δ(2)

mn):s(0,·)=0,
s(1,·)=0,s(·,0)=0,s(·,1)=0} (2)

  将Bij(x,y)经过适当的线性组合可以得到

S1,0
2 (Δ(2)

mn)的基函数.令B􀮨i,j(x,y)∈S1,0
2 (Δ(2)

mn),
定义如下:

B􀮨1,1(x,y)=B1,1(x,y)-B0,1(x,y)-
B1,0(x,y)+B0,0(x,y),

B􀮨m,1(x,y)=Bm,1(x,y)-Bm+1,1(x,y)-
Bm,0(x,y)+Bm+1,0(x,y),

B􀮨1,n(x,y)=B1,n(x,y)-B0,n(x,y)-
B1,n+1(x,y)+B0,n+1(x,y),

B􀮨m,n(x,y)=Bm,n(x,y)-Bm,n+1(x,y)-
Bm+1,n(x,y)+Bm+1,n+1(x,y)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

B􀮨i,1(x,y)=Bi,1(x,y)-Bi,0(x,y),

B􀮨i,n(x,y)=Bi,n(x,y)-Bi,n+1(x,y),

B􀮨1,j(x,y)=B1,j(x,y)-B0,j(x,y),

B􀮨m,j(x,y)=Bm,j(x,y)-Bm+1,j(x,y),
i=2,…,m-1,
j=2,…,n-1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

B􀮨i,j(x,y)=Bi,j(x,y),
i=2,…,m-1,j=2,…,n-1 (5)

  式(3)~(5)所 定 义 的 样 条 分 别 称 为 空 间
S1,0
2 (Δ(2)

mn)的角样条、边样条和内部样条.图3给出
了这三类样条的支撑.

图3 S1,0
2 (Δ(2)

mn)的角样条(a)、边样条(b)与内部样条(c)的支撑

Fig.3 Thesupportsofcornerspline(a),edgespline(b)
andinnerspline(c)inS1,0

2 (Δ(2)
mn)

空间S1,0
2 (Δ(2)

mn)的维数为

dimS1,0
2 (Δ(2)

mn)=mn-1.
于是S1,0

2 (Δ(2)
mn)的基函数可以定义如下:

B􀮨={B􀮨i,j(x,y):(i,j)∈E,(i,j)≠ (i0,j0)},
E􀮨={(i,j):i=1,…,m;j=1,…,n}.

这里 (i0,j0)是E􀮨 中任意一个指标.
从S1,0

2 (Δ(2)
mn)的基函数的构造可以看出,其基

函数在Ω=[0,1]×[0,1]边界上全部退化为零.

2 基于Ⅱ型三角剖分的混合B样条
基函数
本节对带有非齐次边界的PDE求解问题展开

讨 论.我 们 的 思 路 是 将 S1,0
2 (Δ(2)

mn)的 基 函 数 与

S1
2(Δ(2)

mn)中那些支撑中心在Ω=[0,1]×[0,1]边
界之外的基函数(支撑中心在如图4所示的红色圆
点处的基函数)合在一起,张成一个新的混合样条
空间,然后用它对带有非齐次边界的PDE问题进行
求解.

图4 S1
2(Δ(2)

mn)的基函数的支撑中心(红色圆点及蓝色圆点)
Fig.4 Thesupportcentersofthebasisfunctions

ofS1
2(Δ(2)

mn)(redandbluedots)

记S1
2(Δ(2)

mn)中支撑中心在单位正方形区域Ω=
[0,1]×[0,1]边界之外的基函数构成的集合为B􀮨1
∪B􀮨2,其中,

B􀮨1={Bi,j(x,y):i=0,1,…,m+1,j=0,n+1},

B􀮨2={Bi,j(x,y):i=0,m+1,j=1,…,n}.
将B􀮨 与B􀮨1 ∪B􀮨2 合并,记为B ,即

B=B􀮨 ∪B􀮨1 ∪B􀮨2.
  现在,我们证明B 中的函数线性无关.

命题2.1 上述集合B=B􀮨 ∪B􀮨1∪B􀮨2 中的样
条函数线性无关.

证明 令

∑
m+1

i=0
ai,0Bi,0(x,y)+ai,n+1Bi,n+1(x,y)  +

∑
n

j=1
b0,jB0,j(x,y)+bm+1,jBm+1,j(x,y)  +

∑
(i,j)∈E􀮨

(i,j)≠(i0,j0)

ci,jB􀮨i,j(x,y)=0.

注意到B􀮨i,j(x,y)是S1,0
2 (Δ(2)

mn)的基函数,因此上

式左边在 (·,0)处B􀮨i,j(x,y)=0,于是有

∑
m+1

i=0
ai,0Bi,0(·,0)=0.

而
{Bi,0(·,0):i=0,1,…,m+1}

又是线性无关的,这意味着

ai,0=0,i=0,1,…,m+1.
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可类似得到
ai,n+1=0,i=0,1,…,m+1

与
b0,j =bm+1,j =0,j=1,…,n+1.

再考虑到B􀮨i,j(x,y)是S1,0
2 (Δ(2)

mn)的基函数,因而
ci,j =0.证毕.

由于 #B=(m+2)(n+2)-1,且B 中样条函

数线性无关,因而B 构成了基于Ⅱ型三角剖分上带
有C1约束的二次样条空间的一组新的基函数,我们
称之为基于Ⅱ型三角剖分的混合样条基函数.我们
将在由这一组混合样条基函数所张成的空间上对
带有非齐次边界PDE问题求解.

3 带有非齐次边界的PDE问题
考虑下述满足Dirichlet边界的Poisson问题:

-Δu=fonΩ,
u=gon∂Ω  (6)

式中,Ω=[0,1]×[0,1],f∈L2(Ω).我们讨论该
方程的弱形式的解,即在检验空间V 中寻找一个函
数u,使得对任意的v∈V 有

a(u,v)=F(v) (7)
式中,a 与F 分别是定义如下的双线性函数与线性
泛函:

a(u,v)=∫Ω
�u·�vdΩ,

F(v)=∫Ω
fvdΩ.

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (8)

检验空间V 取为 Dirichlet边界的 Sobolev空间
H1(Ω):

V={v∈H1(Ω):v=gon∂Ω }.
由双线性形式诱导的能量范数定义如下:

‖v‖E = a(u,v) (9)
  现在,我们给出有限元方程的具体计算方式.

第一步 对求解区域Ω=[0,1]×[0,1]进行
规则Ⅱ型三角剖分.

第二步 利用节2中基于Ⅱ型三角剖分的混合样

条基函数B 的构造方法,得到检验函数空间spanB.
第三步 建立有限元方程组.利用B 求解上述

椭圆问题(7)的解,即寻找一个uh ∈spanB 使得对

所有的检验函数v∈spanB ⊂V 有
a(uh,v)=F(v) (10)

设spanB= Bi  l
i=1,l=(m+2)(n+2)-1以及

uh =∑
l

i=1
ciBi,于是问题(10)就转化为求解下述线

性方程:LC=M.其中,L 是l×l矩阵,其元素为
L(i,j)=a(Bi,Bj);M 是有l个元素的列向量,
M(i)=F(Bi);C=(c1,…,cl).
  在对求解区域Ω=[0,1]×[0,1]进行Ⅱ型三
角剖分得到网格T 之后,我们考虑基于残差的后验
误差估计,那么需要计算剖分上每个单元的后验误
差.网格T 的单元K 的后验误差定义为

η2K =h2
K‖Δu+f‖2L2(K),

其中,hK 是单元K 的直径.所有单元上的后验误差

之和定义为网格T 的后验误差,即

η2T =∑
K∈T

η2K =∑
K∈T

(h2
K‖Δu+f‖2L2(K)).

4 数值实验
例4.1 考虑真解函数

u(x,y)=xy2+x2y,
右端项f 由方程(6)计算可得.定义域为Ω=[0,1]
×[0,1].

表1 例4.1的求解的数值结果

Tab.1 ThesolutionofExample4.1
DOF ‖u-uh‖L2 CR ‖u-uh‖H1 CR
16 0.00242194 - 0.0372678 -
36 0.000302742 3 0.00931695 2
100 3.78427E-5 3 0.00232924 2
324 4.73034E-6 3 0.000582309 2
1156 5.91293E-7 3 0.000145577 2

  表1给出了不同层次上的L2 误差和H1 误差,
以及相应的收敛阶.图5(a)与(b)分别是真解与数
值解的误差 ‖u-uh‖L2 与 ‖u-uh‖H1 随着自
由度(degreeoffreedom,DOF)的变化.从表1与图
5可以看出,数值解向真解快速收敛.

图5 例4.1的收敛速度图像

Fig.5 ConvergencerategraphofExample4.1

例4.2 考虑真解函数

u(x,y)=
1

(x-0.5)2+(y-0.5)2+0.01
,

右端项f 仍由方程(6)得到.定义域为Ω=[0,1]×
[0,1].此函数在边界上不为零,也即一个非齐次的
边界问题.

表2给出了不同层次上的L2 误差和 H1 误差
以及相应的收敛阶.图6(a)与(b)分别是真解与数
值解的误差 ‖u-uh‖L2 与 ‖u-uh‖H1 随着自
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由度的变化.从表2与图6可以看出,数值解逐步变
优,向真解收敛.

表2 例4.2的求解的数值结果

Tab.2 ThesolutionofExample4.2
DOF ‖u-uh‖L2 CR ‖u-uh‖H1 CR
324 0.250173 - 15.4755 -
1156 0.0132627 4.23748 2.38512 2.69785
4356 0.00125984 3.39607 0.535373 2.15545
16900 0.000147287 3.09653 0.130414 2.03745

图6 例4.2的收敛速度图像

Fig.6 ConvergencerategraphofExample4.2

图7 例4.1真解函数在Ω=[0,1]×[0,1]上的图像

Fig.7 ThegraphofthetruesolutionofExample4.1
limitedinΩ=[0,1]×[0,1]

  图7给出了例4.1真解函数的图像,此函数在
Ω 边界0<x≤1,y=1以及0<y≤1,x=1上不
为零.图8给出了例4.2真解函数的图像,此函数
在Ω 的全体边界上都不为零.这两个例子都是带有
非齐次的边界问题.由于样条空间S1,0

2 (Δ(2)
m,n)中所

有基函数在 Ω 的边界上全部退化为零,如果在
S1,0
2 (Δ(2)

m,n)中进行求解,则得到数值解不可能收敛
于真解,至少在边界附近难以满足收敛要求.而在
基于本文所构造的混合样条空间上求解,均可以得

到向真解收敛的数值解.

图8 例4.2真解函数在Ω=[0,1]×[0,1]上的图像

Fig.8 ThegraphofthetruesolutionofExample4.2
limitedinΩ=[0,1]×[0,1]

5 结论
本文考虑了基于Ⅱ型三角剖分的样条空间

S1,0
2 (Δ(2)

mn)与S1
2(Δ(2)

mn),将S1,0
2 (Δ(2)

mn)的基函数与

S1
2(Δ(2)

mn)中支撑中心在边界之外的基函数合在一
起构成了基于Ⅱ型三角剖分的一组混合样条基函
数,并通过这组混合样条函数对带有非齐次边界的
PDE问题进行求解.数值实验表明,本文方法可以
得到向真解收敛的数值解,从而解决了在 S1

2(Δ(2)
mn)

上直接求解时难以得到收敛的数值解的问题.
无论是 S1

2(Δ(2)
mn)与 S1,0

2 (Δ(2)
mn),还是本文所

构造的混合样条空间,它们的基函数都是全局线性
无关的.如何构造具有局部线性无关性质的基函数
是我们的后续工作之一.层次T网格上样条空间的
构造是近年来的研究热点,如何将层次T网格上样
条函数的构造思想推广到Ⅱ型三角剖分之上,也是
我们后续工作之一.
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